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HARMONIKALE STEREOMETRIE 


Zwiefach den Bogen spannend ist die Harmonie, 
die den Pfeil schießt durch die Gegensätze, 


Heraklit! 


Die Idee der Harmonie und Komplementarität bedeutet, daß sich zwei Tei- 
le zu einem harmonischen Ganzen komplementieren (ergänzen). Es gilt, diesen 
Gedanken der Ganzheit über die harmonikale Stereometrie in einen größeren 
Rahmen zu stellen. Mit ihr soll zum Ausdruck gebracht werden, daß hier ein 
neuer Weg beschritten werden soll, um einen harmonikal-strukturierten Raum 
zu beschreiben. Als Grundlage für eine solche Untersuchung dienen die py- 
thagoreischen Dreiecke, deren harmonikale Umwandlung eine Verbindung 
schafft zwischen den Kristallen, den Spektrallinien und den Intervallen. 

Die Idee, von den exakten Gebilden, wie sie die Natur in den Kristallen 
darstellt, eine Brücke zur Musiktheorie zu schlagen, ist nicht neu und mit den 
bekannten Kristallographen Christian Samuel WEISS (1780-1856) und Victor 
GOLDSCHMIDT (1853-1933) verbunden. Weiss fand 1809 das Rationalitätsge- 
setz? und Goldschmidt 1901 das Komplikationsgesetz?. Sie stellten außerdem, 
was wenig bekannt ist, über die einfachen rationalen Zahlen eine Verbindung 
zwischen den Kristallen und den Tönen her. 

So hat auch der Titel Harmonie und Komplementarität den gleichen harmo- 
nikalen Hintergrund wie Victor Goldschmidts Buch „Harmonie und Compli- 
cation‘“*, nämlich die Kristalle. Goldschmidt hat schon um 1900 diesen Gedan- 
ken der Harmonie aus dem Kristallgesetz der Komplikation entwickelt und auf 
andere Bereiche der Wissenschaft, auf Musik- und Farbentheorie, Astronomie 
u.a. übertragen. In meiner Schrift soll nun der in Goldschmidts Buch „Ueber 
Harmonie und Complication“ enthaltene Ansatz: die Harmonie in den Kristal- 
len weiterentwickelt werden, wobei sich über die pythagoreischen Zahlendreiecke 
ein neuer, noch nicht verfolgter Ansatz ergibt, den harmonikalen Hintergrund 
der Kristallkörper stärker hervortreten zu lassen. In der vorliegenden Abhand- 
lung wird die Idee der Harmonie im wesentlichen auf die Teilbereiche Kristal- 


1) Heraklit bei Porphyr. d. antr. n. 29; in der Übersetzung von A. v. Thimus, Harmonikale 
Symbolik des Alterthums, Band 1, Köln 1868, 14. 207ff. 

2) P. Ramdohr und H. Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, Stuttgart 197816, 18. 
3) Ebenda, 24. 

4) V. Goldschmidt, Ueber Harmonie und Complication, Berlin 1901. 
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lographie, Physik der Spektrallinien und Musiktheorie/Harmonik beschränkt, 
da sich hier die harmonikale Komplementarität am deutlichsten zeigt. 

Diese Komplementarität hat ihren geschichtlichen Hintergrund in der Geo- 
metrie und zwar in den rechtwinkligen Dreiecken, da sich deren Winkel a und 
ß an der Hypotenuse komplementär zu 90° ergänzen. 


a?+b?= 2 
a +ß =90° 


Der Satz des Pythagoras bildet die Grundlage der pythagoreischen Zahlentri- 
pel, deren drei positive rationale Zahlen a, b, c der Gleichung a? + b? = c? ent- 
sprechen. 


Satz des Pythagoras: In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Hypotenu- 
senquadrat gleich der Summe der beiden Kathetenquadrate. Es ist 


a3, um 2, eo u cE 
Beispiele: 32 up lose SO5R 
52 + 122 = 132 
82 + 12 = 17 
7 + 2422 = 252 


Man kann den pythagoreischen Lehrsatz auch in der trigonometrischen Form 
der Winkelbeziehungen darstellen, um die Komplementarität der Winkel a und 
ß herauszustellen: 

cos>at cos! = 312 


Kl 


Es ist wichtig, die geometrische Priorität zu unterstreichen, da der Begriff 
der Komplementarität auch in anderen Bereichen der Wissenschaft Eingang ge- 
funden hat, wie z. B. in der Farbentheorie, der Atomphysik oder der Biologie, 
mit diesem Wort dort jedoch teilweise andere Inhalte verbunden werden. 

Die harmonikale Interpretation des pythagoreischen Lehrsatzes ist der 
Schlüssel zu einem Einstieg in die Komplementarität als Idee der harmonischen 
Ganzheit. 

Der Satz des Pythagoras oder kurz der Pythagoras wurde früher in Frank- 
reich und in einigen Gegenden Deutschlands auch le pont aux änes, Eselsbrük- 
ke genannt!. Geht man von den zahlreichen Darstellungen des musizierenden 
Esels in Antike und Mittelalter aus?, so läßt sich wenigstens symbolisch eine 
Brücke schlagen zwischen der Geometrie und Arithmetik einerseits und der 
Harmonik und Musiktheorie andererseits. 

Zwar gilt der Satz des Pythagoras als das besterforschte Theorem der Mathe- 
matik — in der mathematischen Literatur sind über 360 Beweise bekannt? —, 
doch gerade über diese Verbindung zwischen den pythagoreischen Zahlentri- 
peln als zweidimensionalen, geometrischen Gebilden und einem harmonikalen, 
dreidimensionalen Raum ist in der entsprechenden Literatur meines Wissens 
nichts zu finden. 

Es gilt für die vorliegende Behandlung des Themas zuerst den Nachweis zu 
führen, daß Musiktheorie und Harmonik sich aufs engste mit dem pythagore- 
ischen Lehrsatz der Geometrie verbinden lassen, mehr noch, daß die pythago- 
reische Stimmung in der Musiktheorie und der pythagoreische Lehrsatz am 
Beispiel des einfachsten pythagoreischen Dreiecks mit den Seitenlängen 3:4:5 
in der „Idee“ identisch sind. (Im folgenden werden die pythagoreischen Zah- 
lentripel grundsätzlich in der Form a—b-—c, also 3-4--5, 5—-12-13 etc. darge- 
stellt.) 

Es ist das Ziel dieser Abhandlung, zu zeigen, daß die Musiktheorie ihren har- 
monikalen Hintergrund in der Natur hat, so daß man von einer echten Natur- 
stimmung sprechen kann. 

Es läßt sich durchaus eine Verbindung herstellen zwischen zwei so weit aus- 
einander liegenden Bereichen wie der Kristallographie und der musikalischen 
Akustik, wenn man die harmonische Analyse oder Fourier-Analyse als Verbin- 
dungsglied einbezieht. Es ist bekannt, daß das gleiche Analyseverfahren sowohl 
bei der mathematischen Auflösung von Geräuschen und Klängen in einzelne Töne 
als auch bei der Bestimmung von Kristallstrukturen zur Anwendung kommt*. 
Schon von hier aus ergibt sich, daß es zwischen den beiden Bereichen auch 


1) W. Lietzmann, Der pythagoreische Lehrsatz, Leipzig 1951 6 

2) M. Vogel, Onos Lyras. Der Esel mit der Leier, Düsseldorf 1973. 

3) E. S. Loomis, The Pythagorean Proposition, Ann Arbor, Michigan 1940; Washington 
19682. 

4) Das große Dudenlexikon, Mannheim 1965; Der große Herder, Freiburg i. Br. 1954, 
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eine übergreifende Verbindung geben muß, die über das rein Mathematische 
eines solchen Analyseverfahrens hinausgeht und den harmonikalen Hintergrund 
sowohl für die Kristalle als auch für die Töne bildet. Ein solcher Gedanke wird 
zumindest durch den Begriff harmonisch nahegelegt, der ja eben nicht nur in 
der Musiktheorie, sondern auch in anderen Wissenschaftszweigen beheimatet 
ist. 

Es ist in dieser Abhandlung nicht meine Absicht, zur Musiktheorie oder zur 
Kristallographie eine spezielle Theorie zu entwickeln. Mein Ziel ist, die ge- 
meinsame mathematisch-harmonikale Grundlage der beiden Bereiche offenzu- 
legen. 

Eine Morphologie der Musik, d.h. eine Ableitung musiktheoretischer Grund- 
sätze aus einer Lehre von den Gestalten und Körpern, setzt geometrisch-arith- 
metische und harmonikale Untersuchungen in einem gleichberechtigten Sinne 
voraus. Gerade dies ist bei den meisten musiktheoretischen Lehrschriften 
nicht der Fall. Genauso ist es bei den Mathematikbüchern, in denen allenfalls 
Begriffe wie harmonische Teilung, harmonisches Mittel, harmonische Propor- 
tion und harmonische Analyse auf eine Beziehung zur Harmonik hinweisen. 

Geometrie, Harmonik, Arithmetik sollen über die Körper, wie sie die Natur 
in den Kristallen ausbildet, in ihrer übergreifenden Symbiose dargestellt wer- 
den. Von harmonikaler Seite versuchte es insbesondere Hans KAYSER, in die- 
sen Raum der harmonikalen Stereometrie einzudringen. So ist es nicht ver- 
wunderlich, daß viele harmonikale Grundbegriffe und Ausdrücke aus seinem 
„Lehrbuch der Harmonik“ entlehnt werden müssen!. 

Die harmonikale Stereometrie setzt sich nicht nur mit den mathematischen 
Körpern auseinander, sondern versucht, auf harmonikaler Basis zu erklären, 
warum ein Körper in der Natur auftreten kann oder warum nicht, und welche 
Folgerungen sich daraus ergeben. Von der Mathematik werden einige dieser 
Körper beschrieben: 


— die fünf Platonischen Körper und ihre entsprechenden Sternkörper, 
— die dreizehn Archimedischen Körper; 


von ihnen kommen einige als Kristalle in der Natur vor, andere dagegen nicht. 
So würde man z.B. die regelmäßige Form des Pentagondodekaeders niemals 
als Kristall finden, während die entsprechenden kristallinen Formen, bei denen 
jede Fläche vier gleiche und eine längere oder kürzere Seite hat, sehr häufig, 

z. B. beim Pyrit, aber auch bei anderen Mineralien, anzutreffen sind. Interes- 
santerweise lassen sich nur solche Körper in einem harmonikalen Raum be- 
schreiben, die auch als Kristalle in der Natur vorkommen, während die ande- 


1)H. Kayser, Der hörende Mensch, Berlin 1932; ders., Akroasis. Die Lehre von der Harmo- 
nik der Welt, Basel 1946, 19642; ders., Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950; R. Haase, 
Kaysers Harmonik in der Literatur der Jahre 1950 bis 1964, Düsseldorf 1967. 
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ren, mögen sie noch so regelmäßig und symmetrisch ausgebildet sein, ausschei- 
den. So ist es verständlich, daß eine harmonikale Untersuchung dieser Kristall- 
körper auf den Ergebnissen der Kristallographie aufbaut und diese, soweit es 
möglich ist, berücksichtigt. 

Und doch läßt sich gerade durch die Einbeziehung der harmonikalen Idee 
zeigen, daß man diese Kristallkörper bei gleichen Ausgangsvorstellungen am 
pythagoreischen Dreieck auch anders beschreiben kann. Dabei kristallisieren 
sich überraschenderweise mathematische und harmonikale Gesetzmäßigkeiten 
heraus, die nicht nur für die Harmonik von Interesse sind, sondern darüber hin- 
aus allgemeinen Charakter haben. 

Es ist aber nicht notwendig, auf alle möglichen Varianten einer Verbindung 
von Geometrie-Harmonik—Arithmetik im einzelnen einzugehen. Es genügt, 
an wenigen Beispielen den prinzipiellen Unterschied zwischen einer rein geo- 
metrischen und einer harmonikalen Untersuchung herauszustellen. Dies ge- 
schieht zunächst an dem pythagoreischen Dreieck mit den Seitenzahlen 3-4—5 
in seinem stereometrischen Zusammenhang mit den komplementären Interval- 
len Quinte und Quarte. 

Es folgen die weiteren einfachen pythagoreischen Zahlentripel in ihrer Be- 
ziehung zu den Intervallen auf harmonikal-komplementärer Basis. Anschlie- 
ßend wird auf den Zusammenhang von pythagoreischen Zahlentripeln und zu- 
sätzlichen harmonikalen Strukturelementen und deren vielfältige Verbindun- 
gen untereinander eingegangen werden, zumal sich, auf dieser Thematik auf- 
bauend, weitere morphologische Gesetzmäßigkeiten ableiten lassen. 

So wird hier der Versuch gemacht, den harmonikalen Raum so einfach wie 
möglich zu beschreiben, um auszudrücken, daß dies kein spezielles Gebiet der 
Kristallographie oder der Musiktheorie ist, sondern harmonikale Stereometrie. 

Dafür ist es notwendig, neben der üblichen Betrachtung der Dinge — der 
Aisthesis „Anschauung“ — auch den harmonikalen Weg der Akroasis ‚Anhö- 
rung“ im Sinne Hans KAYSERSs zu beschreiten. Dies ist insbesondere mit Hilfe 
des Monochords möglich, das die Grundlage für eine harmonikale Bewertung 
liefert. 

In diesem Sinne sollte das vorgestellte Thema gesehen bzw. harmonikal ge- 
hört werden. 
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DAS PYTHAGOREISCHE DREIECK 3-4-5 
UND SEINE BEZIEHUNG ZUM DREIKLANG 


Kein Dreieck spielt eine so ausgeprägte Rolle in seinem allgemeinen Ver- 
ständnis — heute genau wie in früheren Zeiten — wie gerade dieses pythagore- 
ische Dreieck 3—4—5. 

Der Satz des Pythagoras ist so bekannt und so oft beschrieben und inter- 
pretiert worden, daß es nicht nötig ist, auf ihn und seine Geschichte detailliert 
einzugehen. Fest steht, daß die alten Ägypter, Babylonier, Chinesen und Grie- 
chen ihn kannten. Darüber hinaus sind Keilschrifttafeln der älteren babyloni- 
schen Zeit bekannt, auf denen bis zu vierstellige rationale Zahlentripel, die 
rechtwinkligen Dreiecken entsprechen, notiert sind. Sie setzen detaillierte ma- 
thematische Kenntnisse voraus. Pythagoras soll in Babylon und Ägypten ge- 
wesen und dort auch in den mathematischen Wissenschaften unterrichtet wor- 
den sein. 

Der Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes, den EUKLID um 300 v. Chr. in 
seinen „Elementen“ (I 47) beschrieb, hat immer wieder zu lebhaften Einwen- 
dungen geführt. So spricht sich auch SCHOPENHAUER vehement gegen diesen 
Euklidischen Mausefallenbeweis des pythagoreischen Lehrsatzes aus: Des Eu- 
kleides stelzbeiniger, ja hinterlistiger Beweis verläßt uns beim Warum. 

Der Satz des Pythagoras gilt sowohl für rationale als auch für irrationale 
rechtwinklige Dreiecke in seiner bekannten Form 


u 
Er läßt sich jedoch durch entsprechende Modifikation sowohl auf spitz- als 
auch auf stumpfwinklige Dreiecke erweitern: 
a? + 2bq +b?=c? 


Ein Beispiel für das stumpfwinklige Dreieck? folgt auf der nächsten Seite. 


1) A. Schopenhauer, Über die vierfache Wurzel des Satzes vom zureichenden Grunde, Leip- 


zig 1891, 139. 
2) Entnommen aus: Der große Rechenduden, 1. Band, Mannheim 1969, 176. 
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Das pythagoreische Dreieck 3—4—5 sowie die höheren pythagoreischen 
Zahlentripel sind Sonderfälle, in denen die Rationalität zum Ausdruck kommt 
und die deshalb in ihrer harmonikalen Beziehung zum Dreiklang wie über- 
haupt zu den verschiedenen Intervallen und Akkorden untersucht werden, um 
bestimmte Gesetzmäßigkeiten im harmonikalen Raum abzuleiten. 

Es wird dabei zu zeigen sein, daß zum besseren Verständnis des pythagore- 
ischen Lehrsatzes und seiner Umsetzung in die Dreidimensionalität noch wei- 
tere harmonikale Strukturelemente herangezogen werden müssen. 

Gerade am Beispiel des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 läßt sich erkennen, 
wie eine scheinbar’ eindeutige harmonikale Lösung sich als ein Irrweg herausstellt. 
Wäre dieses pythagoreische Dreieck für die harmonikale Untersuchung der ver- 
schiedenen Kristallkörper, wie sie in der Natur vorkommen, nicht so wichtig, 
könnte man dies einfach übergehen. Da es aber geradezu als ein klassisches Bei- 
spiel der Harmonik dargestellt wird, muß hier auch der Neuansatz beginnen. Dies 
schmälert keinesfalls die Verdienste der Harmonik, auf die auch die vorliegen- 
de Abhandlung aufbaut, sondern macht die enormen Schwierigkeiten klar, mit 
denen es jede harmonikale Untersuchung zu tun hat. 

In dem Buch von Rudolf HAASE „Geschichte des harmonikalen Pythago- 
reismus“ liest man, es sei 

längst bekannt, daß der berühmte Lehrsatz des Pythagoras schon lange vor 

dessen Lebzeit existierte und sich in verschiedenen alten Kulturen nachwei- 

sen läßt. Zumindest unter Mathematikern weniger geläufig ist jedoch die 

Tatsache, daß der einfachste Fall eines rechtwinkligen Dreiecks, das den 

Lehrsatz ergibt, das Dreieck mit den Seitenlängen 3, 4 und 5 (da die Sum- 

me der beiden Kathetenquadrate, 9 und 16, als Hypotenusenquadrat 25 er- 

gibt), ein klassisches Beispiel der Harmonik ist; denn die Töne 3, 4 und 5 

der Obertonreihe bilden den Dur-Dreiklang, und Saiten im Verhältnis 3:4:5 


er 


ergeben den Moll-Dreiklang! Vielleicht ist es daher kein Zufall, daß dieser 

im Altertum weit verbreitete Lehrsatz ausgerechnet den Namen des Pytha- 

goras trägt‘. 

Es werden hier mit den Zahlen des pythagoreischen Dreiecks 3-4—-5 über 
die Ober- und Untertonreihe Beziehungen zum Dur- und Molldreiklang herge- 
stellt, die nur vordergründig bestehen und kausal so gar nicht abgeleitet werden 
können. 

Ein rechtwinkliges Dreieck, das die Längenverhältnisse 3-4—5 hat, kann ich 
mir durchaus in der Form vorstellen, daß die Seiten durch Saiten ersetzt wer- 
den und dieses Dreieck so als ein klingendes mathematisches Beispiel herange- 
zogen werden kann. 


& 


Bei den klingenden Seiten wird gleiche Dicke und gleiche Spannung voraus- 
gesetzt, und nur ihre Länge unterscheidet sich im angegebenen Verhältnis. 

Es ist selbstverständlich richtig, daß die Saiten 3-4—5, nacheinander zum 
Klingen gebracht, den Molldreiklang hervorbringen. Oder daß, wenn man je- 
weils zwei Saiten miteinander vergleicht, man drei Intervalle: die große Sext 
3/5, die große Terz 4/5 und die Quarte 3/4 hört. An diesem Sachverhalt gibt 
es harmonikal nichts zu korrigieren, und doch fehlt hierfür eine Erklärung auf 
mathematischer Grundlage, die eine Beziehung zum rechtwinkligen Dreieck 
erkennen läßt. 

Auch kann ich mir nicht vorstellen, wie man rein mathematisch das Theorem 
der Quadratsaiten mit dem pythagoreischen Lehrsatz in Einklang bringen soll, 
denn dieser geht geometrisch von den Seiten im Quadrat aus (3? + 4? = 5?), 
während harmonikal nur die Saiten im Vergleich zueinander gehört werden. 

Im übrigen wäre zu fragen, warum nur das erste und einfachste pythagore- 


1) R. Haase, Geschichte des harmonikalen Pythagoreismus, Wien 1969, 17. Eine neuere Ab- 
handlung zur Zahlentheorie geht beim ‚Pythagoras‘ ebenfalls auf „sinnliche Wahrnehmung“ 
musikalischer Intervalle: Als sinnliche Wahrnehmung stellen wir folgende Gleichung fest 

3? +4? = 5?, die auf Grund des schon lange vor Pythagoras (ca 580-500) bekannten Lehr- 
satzes eine wohlbekannte geometrische Interpretation hat. (Wem das als ‚sinnliche Wahr- 
nehmung“‘ nicht ausreicht, der möge sich davon überzeugen, daß die Teile einer in einem ent- 
sprechenden rechtwinkligen Dreieck gespannten Saite im Verhältnis Grundton : Quarte : 
Sexte gestimmt sind) (W. Scharlau/H. Opolka, Von Fermat bis Minkowski. Eine Vorlesung 
über Zahlentheorie und ihre Entwicklung, Berlin 1980, 2). 
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ische Dreieck 3-4-5 in der Harmonik, aber auch allgemein, eine so große 
Rolle spielt, die nächstfolgenden pythagoreischen Dreiecke dagegen 


5-12—13 
8-15—17 
7-24—25 
9—-40-41 usw. 


kaum oder keine Beachtung mehr finden. Immerhin geht die allgemeine For- 
mel zur Bildung pythagoreischer Zahlen auf PYTHAGORAS und PLATON, 
eventuell auch schon auf frühere Zeiten zurück!. 

Betrachtet man die höheren pythagoreischen Zahlentripel vom musiktheo- 
retischen Standpunkt aus, so wird verständlich, warum man davor zurück- 
schreckt, diese harmonikal zu interpretieren. Eine Zuordnung über die Ober- 
und Untertonreihe, wie dies beim pythagoreischen Dreieck 3-4—5 der Fall 
war, ließe nur dissonante Akkorde entstehen. 

Geht man nun der Frage nach, wie die Musiktheorie stereometrisch einen 
Dreiklang beschreibt — es handelt sich schließlich bei jedem Ton um ein drei- 
dimensionales Gebilde, einen Tonkörper —, so ergibt sich die erstaunliche Tat- 
sache, daß darüber kaum Literatur zu finden ist. Immerhin zählt der Dreiklang 
zu den Grundlagen der europäischen Musiktheorie. 

Außer dem Dur- und Molldreiklang, dem die Primzahlen 2, 3 und 5 zugrun- 
deliegen und der in die diatonische und reine Stimmung gehört, gibt esnoch 
den pythagoreischen Dreiklang mit der charakteristischen pythagoreischen 
Terz 64/81und schließlich auch den temperierten Dreiklang, der hier aber we- 
gen seiner Irrationalität ausscheidet. 

Aus den zahlreichen musiktheoretischen Untersuchungen, die es zum The- 
ma „Dreiklang“ gibt, möchte ich die von Max PLANCK? besonders hervorhe- 
ben. Einmal wegen der besonderen Qualität seiner Untersuchungen an einem 
Tasteninstrument, das die Bewertung der verschiedenen Dreiklänge erlaubt, 
und zum andern, weil sich hier ein Naturwissenschaftler mit dieser Problema- 
tik auseinandersetzt, ohne sich allerdings der Frage bewußt zu sein, wie man 
sich mathematisch und physikalisch einen Dreiklang in einem Tonraum vor- 
stellen könnte. 

Dabei ist es unbedingt nötig, die Frage nach dem strukturellen und stereo- 
metrischen Hintergrund eines Dreiklangs, überhaupt jedes Akkordes zu klären. 
Sie ist nicht nur in der Musiktheorie/Harmonik, sondern auch in der Geo- 


1) O. Becker, Das mathematische Denken der Antike, Göttingen 1966, 53. 

2) M. Planck, Die natürliche Stimmung in der Vokalmusik, in: Vierteljahrsschrift für Musik- 
wissenschaft 9, 1893, 418ff; ders., Ein neues Harmonium in natürlicher Stimmung nach dem 
System von C. Eitz, in: Annalen der Physik und Chemie 48, 1893, 8ff. 
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metrie/Stereometrie gestellt. Eine Antwort auf diese Frage wurde von einem 
Fach aus versucht, von dem sie wohl am wenigsten zu erwarten war. Es war 
der bekannte Kristallograph und Mineraloge Victor GOLDSCHMIDT, der eine 
Musiktheorie entwickelte, in der der Dreiklang und andere Akkorde ihren 
strukturellen Hintergrund in den Kristallkörpern haben. Wie noch gezeigt wer- 
den wird, hat sie zweifellos ihre Schwächen, und dies ist wahrscheinlich mit 
der Grund, daß sie offiziell keinen Eingang in die Musiktheorie gefunden hat 
und so mit der Zeit in Vergessenheit geriet. Doch schmälert dies keineswegs 
Goldschmidts Verdienst um die Idee, die in seiner harmonischen Komplikation 
enthalten ist. 

Das Gesetz der Komplikation war für Victor Goldschmidt Ausgangspunkt 
einer echten naturphilosophischen Betrachtung, die in der Kristallographie ih- 
ren Ausgang nahm und weite Teile der Wissenschaft: die Farbentheorie, die 
Physik der Spektrallinien und vor allem die Astronomie mit einbezog. So wird 
verständlich, daß eine Abhandlung über die harmonikale Komplementarität 
sich auch mit der Idee der harmonischen Komplikation auseinandersetzen 
muß. Beide haben den gleichen harmonikalen und geometrischen Hintergrund, 
die Kristalle, und das gleiche Ziel: Materialien zu einer Musiklehre zu liefern, 
die die Natur zum Vorbild hat. 

Im Vorwort seines Buches „Materialien zur Musiklehre“ schreibt Gold- 
schmidt: 

Es mag auffallen, daß ein Nichtmusiker sich getraut, über Musiklehre zu 

schreiben. Wenn ich es trotzdem wage, mit solchen Versuchen hervorzutre- 

ten, so geschieht es in der Überzeugung, daß ein Musiker schwerlich den 
hier eingeschlagenen Weg betreten hätte!. 
Es ist dies die gleiche Schwierigkeit, vor der auch ich stehe. 

Ich möchte mit einem Zitat aus dem ‚‚Lehrbuch der Harmonik“ von Hans 
KAYSER die Problematik um den Dreiklang abschließen: 

Wer einmal einen Blick in den großen Atlas der Indices der Kristallformen 
von V. Goldschmidt getan hat und die Tausende von Zahlen harmonikal 
prüft, der wird sehen, daß hier aus dem Prototyp des Akkordes, seinen In- 
tervallen und Weiterentwicklungen zu oft vieltönigen komplizierten Gebil- 
den uns die „„Harmonielehre‘ einer Kristallmusik entgegeniönt, der gegen- 
über unsere musikalische Harmonielehre mehr als primitiv anmutet?. 

Es ergeben sich zur vorliegenden Thematik folgende Fragen: 

1) Welche musikalischen Intervalle lassen sich dem pythagoreischen Dreieck 

3-4-5 zuordnen? 

2) Wie kann ich allgemein ein zweidimensionales geometrisches Gebilde wie 
das der pythagoreischen Dreiecke in einen harmonikalen Raum umwandeln 


1) V. Goldschmidt, Materialien zur Musiklehre, Band 1, Heidelberg 1923, 1. 
2) H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950, 267. 


20 


(und umgekehrt), und gibt es dafür allgemeingültige Regeln? 

3) Wie lassen sich Dur- und Molldreiklänge und andere Akkorde in diesem drei- 
dimensionalen Raum darstellen? 

4) Läßt sich innerhalb des harmonikalen Raums ein prinzipielles Ordnungs- 
system erkennen? 

5) Welche Rolle spielt dabei die harmonikale Komplementarität? 

Diese Fragen sollen der rote Faden sein, der sich durch die gesamte Abhand- 
lung ziehen wird. 

Zur Beantwortung dieser Fragen ist die sukzessive Darstellung und Entwick- 
lung der Intervalle und Akkorde über die pythagoreischen Zahlendreiecke in 
einem harmonikal strukturierten Raum notwendig. Das erste und bekannteste 
Beispiel für die pythagoreischen Zahlentripel (3—4—5) spielt dabei eine domi- 
nierende Rolle; es müssen jedoch gerade für die stereometrische und harmoni- 
kale Ableitung des Dreiklangs auch die nachfolgenden pythagoreischen Zah- 
lendreiecke mit herangezogen werden. Es bilden also die pythagoreischen Drei- 
ecke oder Zahlentripel 


345 
er 
8215-17 


in dem vorliegenden Rahmen der harmonikalen Interpretation des pythagore- 
ischen Lehrsatzes den Einstieg in eine Morphologie der Intervalle und der Ak- 
korde, aber auch der Dur- und Moll-Polarität, als einem dualistischen Prinzip 
der Komplementarität. 

Diese hier zunächst vorgestellte These scheint auf den ersten Blick nicht dis- 
kutabel zu sein, da mit den Zahlen 13 und 17 Primzahlen ins Spiel kommen, 
die in der Musiktheorie keine Rolle spielen und allenfalls über die Ober- und 
Untertonreihe harmonikal interpretiert werden können. 

Es lassen sich jedoch die relativ hohen Zahlen in den pythagoreischen Zah- 
lentripeln innerhalb eines harmonikalen Raumes in wesentlich einfachere Zah- 
len von Intervallen umwandeln. Dieses mathematische Prinzip der Umformung 
der pythagoreischen Dreiecke wird im folgenden noch ausführlich an stereo- 
metrischen Beispielen erläutert werden. So ergeben die drei angeführten Beispie- 
le (3—4-5, 5—-12—13, 8-15—17) nach ihrer harmonikalen Transformierung 
die diesen rationalen Dreiecken entsprechenden Intervallpaare: 


Quinte 3/2 3—4—5 4/3 Quarte 
große Sext 5/3 5-12-13 6/5 kleine Terz 
kleine Sext 8/5 8-15-17 5/4 große Terz 


Diese Intervalle bilden nicht nur die Grundlage sowohl eines Dur- als auch 


21 


eines Molldreiklangs, sondern haben in den pythagoreischen Zahlentripeln den 
mathematischen Hintergrund. 

Es sind die rationalen rechtwinkligen Dreiecke, die die Grundlage der Inter- 
valle und prinzipiell aller harmonikalen Verhältnisse bilden, aus denen sich — 
nach bestimmten mathematischen Mustern — die verschiedensten Akkorde ent- 
wickeln lassen. Zum vorliegenden Thema und der Frage nach dem stereometri- 
schen Aufbau eines Dreiklangs — schließlich ist jeder Ton ein Raumphäno- 
men — werden die entsprechenden Intervalle auf das Achsenkreuz eines Ton- 
raums übertragen. 


MIsAya MA 
c-a —f 
g—es— c 


aA Hy AYı 
ce ——e—g 
f— as—c’ 


Yı 


f-Dur 
c-Moll 


Innerhalb des Oktavenraumes von c nach c’ bilden die Dreiklänge c-Dur 
(c-e-g) und f-Moll (f-as-c’), die sich beide aus den gleichen pythagoreischen 
Dreiecken 3-4-5 und 8-15-17 entwickeln lassen, eine komplementäre Ein- 
heit. 

Auch die Dreiklänge c-Moll (c-es-g) und f-Dur (f—a-c’), die an die pytha- 
goreischen Dreiecke 3-4—5 und 5—12-13 gebunden sind, erweisen sich inner- 
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halb der Oktave c—c’ als komplementär. 

Das dualistische Prinzip eines Dur- und eines Molldreiklangs, das sich aus der 
mathematischen Teilung des Oktavenraums ergibt und an die gleichen pytha- 
goreischen Zahlentripel gebunden ist, stellt ein wichtiges Element der harmo- 
nikalen Komplementarität dar. 

Hieran wird deutlich, daß dem pythagoreischen Dreieck 3—4—5 in seiner 
Beziehung zum Dreiklang eine grundlegend andere harmonikale Bedeutung zu- 
kommt, als auf Seite 17 zitiert wurde. Die Idee des Dreiklangs allein mit dem 
pythagoreischen Dreieck 3-4-5 in Verbindung zu bringen, gehört zu den Fäl- 
len des zufälligen Zusammentreffens, wie sie bei niedrigen Zahlen häufig an- 
fallen. 

Das erste und bekannteste Tripel 3-4—5 bildet nur den Anfang einer sich 
immer mehr differenzierenden Reihe von weiteren pythagoreischen Zahlen. 
Die dreidimensionale Darstellung von Intervallen innerhalb eines harmonikal- 
strukturierten Raumes ist ein wesentliches Gestaltungsprinzip, das sich auch 
in der Natur an den Kristallkörpern in vielfältiger Form nachweisen läßt. 
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DIE HARMONIKALE UMWANDLUNG DES PYTHAGOREISCHEN 
DREIECKS 3-4-5 IN DEN OKTAVENRAUM 


Zu den einfachsten Körpern der Mathematik zählt zweifellos der Würfel. Er 
soll hier als Ausgangs- und Grundkörper für einen Einstieg in die harmonikale 
Stereometrie dienen. 

Es gibt mathematisch zwei Möglichkeiten, dem Würfel Tiefe bzw. Höhe zu 
geben und ihn in seiner Räumlichkeit zu verändern. 


Beide Polyeder! sind in ihren Flächen und Winkeln kongruent, jedoch räumlich 
verschieden. Sie unterscheiden sich nur in ihrem Verhältnis zum Mittelpunkt 
des Würfels. Vervollständigen wir den zweiten Körper, indem wir weitere Pyra- 
miden aufsetzen, so entsteht je nach Höhe bzw. Tiefe ein Pyramidenwürfel 
oder ein Rhombendodekaeder?., 


1) E. Steinitz, Vorlesungen über die Theorie der Polyeder, Berlin 1934, 58. 
2)M. Brückner, Vielecke und Vielflache. Theorie und Geschichte, Leipzig 1900, Tafel VII. 
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Wir setzen also an den Anfang einer harmonikalen Untersuchung den Würfel 
oder aus Gründen der leichteren zeichnerischen Darstellbarkeit das Quadrat. 
In dieses Quadrat zeichnen wir das Achsenkreuz und den Inkreis ein. Durch 
Verdopplung des Radius bzw. des Achsenkreuzes und Verbindung der Eck- 
punkte entsteht zweidimensional ein neues Quadrat mit der doppelten Fläche. 


Setzt man den gleichen Vorgang ins Dreidimensionale um, entsteht aus dem 
Würfel ein Dodekaeder mit dem doppelten Volumen. 


Aufbau des Rhombendodekaeders aus würfelförmigen Molekülen nach Haüy' 


Das Dodekaeder besteht in diesem Fall aus zwölf Rhomben und wird deshalb 
mathematisch auch als Rhombendodekaeder bezeichnet. 

Man kann dieses Dodekaeder auch als Grenzfall eines Pyramidenwürfels be- 
zeichnen, bei dem zwei Pyramidenseiten in eine Rhombenfläche übergehen, 
wie dies aus den Zeichnungen ersichtlich ist. 

Es liegen also zwei Grenzpunkte fest — der Würfel und das Rhombendode- 
kaeder —, die sich 


1) R.-J. Haüy, Handbuch der Physik für den Elementarunterricht, übers. von Ch. S. Weiss, 
Leipzig 1805; Abbildung nach J. Beckenkamp, Statische und kinetische Kristalltheorien, 1. 
Teil, Berlin 1913, 34. 
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— im Achsenkreuz bzw. in ihren Radien (eindimensional), 

— in der Fläche der beiden Quadrate (zweidimensional), 

— in ihrem Volumen zueinander wie 1:2 verhalten. 
Es ist nun interessant, festzustellen, daß es nicht möglich ist, über das doppelte 
Verhältnis des Achsenkreuzes hinaus den Würfel so weit auszudehnen, daß ein 
„harmonikal sinnvoller‘ Körper entsteht. 


Prinzipiell ist es möglich, zwischen den beiden Endpunkten von Würfel und 
Rhombendodekaeder jedes rationale und irrationale Verhältnis herzustellen. 
Doch können nur Pyramidenwürfel mit einfachen rationalen Proportionen in 
einen harmonikalen Vergleich gesetzt werden. Es werden zunächst folgende 
Pyramidenwürfel! als Beispiele gewählt: 


TASSS 


Würfel Pyramidenwürfel Dodekaeder 
harmonikales Ver- 
hältnis zum Würfel: 1/1 374 372 in ah 
BaRGIF Ines [1001 [410] 1210] [430] [110] 
nach Miller: 
Kristall-Indizes 1 1 3 
nach Goldschmidt: . un 0, In = 


Es wurden hier die kristallographischen Bezeichnungen der angeführten Kri- 
stallkörper ohne detaillierte Erläuterung in der heute üblichen Form nach MIL- 


1) E. Fischer, Einführung in die geometrische Kristallographie, Berlin 1955, 162. 
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LER und zusätzlich nach GOLDSCHMIDT sowie in der harmonikalen Form vor- 
gestellt, um zunächst den strukturellen zahlenorientierten Unterschied zu zei- 
gen. 

Bevor jedoch auf die harmonikale Interpretation dieser Kristallkörper und 
ihre mathematische Ableitung eingegangen werden kann, soll auf die heute all- 
gemein gültige kristallographische Beschreibung hingewiesen werden. Es wird 
dabei auf ein modernes Standardwerk der Kristallographie und Mineralogie! 
zurückgegriffen, das besonders im deutschsprachigen Raum mit an oberster 
Stelle steht. Zum Zwecke der einfacheren Darstellung gibt die Seite 83 das ku- 
bische Kristallsystem wieder, da es die wichtigsten Grundformen enthält, die 
für einen harmonikalen Einstieg in die Thematik der Kristallkörper von beson- 
derem Interesse sind. Außerdem sind zahlreiche Mineralien in diese Kristallklas- 
se eingeordnet, die von ihren Bezeichnungen her auch dem Nichtfachmann be- 
kannt sind, zumal sie in der Natur recht häufig vorkommen. Man bekommt im 
Verlauf dieser mathematisch-kristallographischen Behandlung ein ungefähres 
Bild von den vielfältigen Kombinationsmöglichkeiten, die sich aus wenigen 
Grundformen ergeben können. 

Gerade eine solche Darstellung soll den Vergleich einer kristallographischen 
mit einer harmonikalen Untersuchungsmethode erleichtern. Auch werden die 
Schwierigkeiten deutlich, die einer vollständigen und abschließenden Bewer- 
tung eines solchen harmonikalen Vorgehens noch im Wege stehen. 

Aus dem kubischen oder regulären Kristallsystem werden hier vier einfach 
strukturierte Körper herausgegriffen, die sich auch leicht mathematisch be- 
rechnen lassen. Sie werden mit ihren kristallographischen Indizes angegeben, 
da sich mit diesen Zahlen ein Kristallkörper exakt definieren läßt. 


5 


Würfel Rhomben- Pyramidenwürfel 
Oktaed | 
(Hexaeder) rw dodekaeder (Tetrakishexaeder) 


[100] LER [110] [hk0] 
Beispiel [210] 


Ihre kristallographische Beschreibung? erfolgt in der heute allgemein übli- 
chen Form der Millerschen Indizes, indem diese Körper über die Projektion 


1) P. Ramdohr und H. Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, Stuttgart 1967, 
2) Ebenda, 35. 


27 


ihrer Flächen auf das Achsenkreuz bestimmt sind. 


a)Hexaeder (Würfel), [100]. Jede Fläche schneidet nur eine Achse und 
läuft den beiden anderen parallel: 6 Flächen. 

b)Oktaeder, [111]. Jede Fläche schneidet alle drei Achsen in gleichem 
Abstand; die Zahl der Flächen ist acht. 

c)Rhombendodekaeder (Dodekaeder, Granatoeder), [110]. Jede 
Fläche schneidet zwei Achsen in gleichem Abstand und läuft der dritten pa- 
rallel: 12 Flächen. 

d) Tetrakishexaeder (Pyramidenwürfel), [hk0]. Jede Fläche schneidet 
zwei Achsen in verschiedenem Abstand, der dritten Achse läuft sie parallel: 
24 Flächen. 


Der Würfel stellt die einfachste kristallographische Grundform dar, was sich 
schon in den Zahlen des Kristallindexes ausdrückt: [100]. Er setzt sich aus 6 
Flächen zusammen, die, auf das Achsenkreuz projiziert, die entsprechenden 
Kristallindizes ergeben!. 


[100] [100] 
[010] [070] 
[001] [001] 


Dieses auf den ersten Blick etwas kompliziert erscheinende kristallographi- 
sche Prinzip der Projektion der Flächen auf das Achsenkreuz hat den großen 
Vorteil, daß es sich auf alle Kristallkörper in den verschiedenen Klassen an- 
wenden läßt, wobei sich allgemein nur einfache rationale Zahlen ergeben. Die- 
se Zahlen können jedoch noch nicht in einen harmonikalen Vergleich gebracht 
werden, sondern müssen, wie dies im folgenden gezeigt werden wird, entspre- 
chend umgewandelt werden. 

Für den morphologischen Aufbau der Kristalle sind vor allem zwei Gesetze 
von besonderer Wichtigkeit, die hier vorgestellt werden müssen. 

Das Gesetz der Winkelkonstanz, das auf Nikolaus STENO (1669) zurückgeht, 
besagt: Alle zu derselben Kristallart gehörenden Einzelkristalle schließen zwi- 
schen analogen Flächen — gleichen Druck, gleiche Temperatur und chemische 
Zusammensetzung vorausgesetzt — stets gleiche Winkel ein?. Es bedeutet, daß 
die Winkel zwischen zwei analogen Flächen immer gleich sind, auch wenn das 
Wachstum eines Kristalls zu einer ‚Verzerrung‘ des Grundkörpers geführt hat. 


1) Ramdohr/Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, 21. 
2) Ebenda, 17. 
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Kopfbilder und Parallelprojektionen von Quarzkristallen! 


Das Rationalitätsgesetz, das zuerst von Christian Samuel WEISS (1809) for- 
muliert wurde, hat folgenden Inhalt: Hat man aus morphologischen Winkel- 
messungen oder aus den Gitterkonstanten einer Kristallart deren Kristallele- 
mente (das Achsenkreuz) abgeleitet, so lassen sich alle an den Einzelkristallen 
dieser Kristallart beobachtbaren Flächen und Kanten im Verhältnis einfacher 
ganzer Zahlen (rationaler Zahlen) auf das gefundene Achsenkreuz beziehen. 
Lediglich Abwandlungen des Rationalitätsgesetzes sind das ‚Zonenverbands- 
gesetz‘ (WEISS 1820) und das „Komplikationsgesetz‘“ (Victor GOLDSCHMIDT 
1901). Ersteres besagt, daß sämtliche Flächen einer Kristallart im Zonenver- 
band stehen, d. h. daß sich aus wenigen Ausgangsflächen sämtliche Flächen 
und Kanten (Zonen) eines Kristalles deduzieren lassen. Letzteres besagt: Aus 
zwei Flächen (h,k ; 1), (h3 k,1,) erhält man gemäß der Zonengleichung durch 
Addition der Indizes oder ihrer Vielfachen stets neue Flächen (h nthaikt uk, 
l, +1), die mit den ursprünglichen in der gleichen Zone liegen; durch Fortset- 
zung dieses Verfahrens lassen sich sämtliche Flächen eines Zonenverbandes 
aus zwei ihm angehörenden Flächen ableiten usw. ? 

Die relativen Abstandsverhältnisse innerhalb des Achsenkreuzes liegen in 
der reziproken Form vor und werden durch Multiplikation des gemeinsamen 
Nenners in die Millerschen Indizes umgewandelt. Das nachfolgende Beispiel 
soll diesen schwierigen Sachverhalt etwas verdeutlichen: 


1) Ramdohr/Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, 16. 
2) Ebenda, 24. 
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Umrechnung der Koeffizientenbezeichnung nach Weiss in Millersche Indizes! 


WEISSsche Koeffizienten reziproke Werte MILLERSsche Indizes 
Ian bsene Wilashflssıdkjoo [110] 
SPD] Sc 1/o:1/1:1/1 [011] 

a 1/o: 1/0: 1/1 [001] 
Say suhrudisce 1/o:1/1:1/2 [021] 
HE le 5 2 DE MER [326] 
ZEIFIT HARTE 17277175: 1% [643] 


Das Zonenverbandsgesetz behandelt allgemein eine Zonenreihe von struktu- 
rell ähnlichen Körpern, die sich zwischen zwei Endkörpern darstellen lassen. 
Diese bilden die äußeren Grenzpunkte, innerhalb derer theoretisch eine unbe- 
grenzte Zahl von Zwischenkörpern denkbar ist. Im allgemeinen ist die Anzahl 
der Zwischenglieder allerdings nicht sehr hoch, da die Einfachheit der Zahlen 
in den Kristallindizes für die Rangordnung innerhalb einer Zonenreihe bestim- 
mend ist. 

Das Komplikationsgesetz geht von den Kristallindizes aus, die durch Addi- 
tion ihrer Einzelwerte oder auch ihrer Vielfachen zur Erklärung neuer Kfristall- 
flächen herangezogen werden. 

Beispiele für die Kristallindizes [hk0], wenn h >k: 


[210] [110] 210) [310] 
[320] [520] 


Das Komplikationsgesetz geht in seinen Anfängen auf JUNGHANN? zurück, 
der im Jahre 1874 in einer damals nicht beachteten Abhandlung zeigte, daß 
man die innerhalb einer Zonenreihe auftretenden Flächen durch Addition der 
Millerschen Kristallindizes ableiten kann. 

Victor GOLDSCHMIDT° kam dann unabhängig von Junghann im Jahre 1897 
in seiner grundlegenden Abhandlung „Über Entwickelung der Krystallformen‘ 
auf das gleiche Gesetz, erweiterte die Idee der Komplikation in umfassender 
Form und dehnte sie auch auf andere Wissenszweige aus. Obwohl er zweifellos 
der erste war, der den harmonischen Hintergrund im Aufbau der Kristalle er- 


[2 


1) Ramdohr/Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, 21. 

2) G. Junghann, Ein einfaches Gesetz für die Entwicklung und die Gruppierung der Kry- 
stallzonen, in: Annalen der Physik 152, 1874, 68ff. 

3) V. Goldschmidt, Über Entwickelung der Krystallformen, in: Zeitschrift für Kristallogra- 
phie 28, 1897, 1-35, 414-451. 
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kannte, ist es ihm dennoch nicht gelungen, dies über das Komplikationsgesetz 
auf streng mathematischer Grundlage zu beweisen. 

Während die Gesetze der Winkelkonstanz und der Rationalität der Kristall- 
indizes in der Kristallographie unumstritten sind, gilt dies keineswegs für das 
Komplikationsgesetz. In zahlreichen modernen kristallographischen Fachbü- 
chern! wird dieses Gesetz nicht einmal erwähnt. Dies hängt in der Hauptsache 
mit seinem empirischen Charakter zusammen, da es bis heute für dieses Kom- 
plikationsgesetz keine mathematische Ableitung gibt. Darauf hat insbesondere 
schon BUERGER? hingewiesen, indem er schreibt: The law of complication, 
advanced by Goldschmidt, rests on an empirical basis. 

Die Problematik, die sich am Komplikationsgesetz ergibt, soll im nächsten 
Kapitel weiterverfolgt werden, da zu seiner Bewertung erst noch das Prinzip 
der harmonikalen Komplementarität ausführlich entwickelt werden muß. 

Die wesentlichen Grundlagen, die zur Beschreibung eines Kristallkörpers 
notwendig sind, wären damit vorgestellt. Es ist dennoch nicht möglich, alle 
Aspekte so ausführlich zu behandeln, wie dies in den kristallographischen 
Fachbüchern geschieht. Auch hätte man durchaus noch das Gesetz der ratio- 
nalen Doppelverhältnisse? heranziehen können, da hier der Begriff des Harmo- 
nischen eine Rolle spielt. Da aber dieses Doppelverhältnis in den heutigen 
Fachbüchern nur selten erwähnt wird, soll es hier ausgeklammert werden. 

Um das Thema in einfacher und überschaubarer Form zu halten, so daß es 
auch für einen an harmonikalen Dingen Interessierten und Nichtkristallogra- 
phen verständlich und zugänglich bleibt, wird auf die einfachste kristallogra- 
phische Zonenreihe zurückgegriffen, die zwischen den beiden Endkörpern 
Würfel und Rhombendodekaeder die verschiedensten Pyramidenwürfel: ausbil- 
det. Das rechtwinklige Achsenkreuz bildet die Grundlage sowohl für die kri- 
stallographische als auch für die harmonikale Betrachtung. Gerade diese Zo- 
nenreihe Würfel—-Pyramidenwürfel-Rhombendodekaeder ist für die vorliegen- 
de Untersuchung sehr gut geeignet, da die mathematischen Zusammenhänge 
sich an diesen Körpern leicht ableiten lassen. Auf Grund ihrer einfachen Struk- 
tur lassen sie sich auch in Modellen leicht nachvollziehen, weil außer dem Wür- 
fel als Grundkörper nur noch die aufgesetzten quadratischen Pyramiden hin- 
zukommen. Da diese Körper in der Kristallographie durch ihre Winkelbeziehun- 
gen ausführlich beschrieben und durch ihre Kristallindizes definiert sind, liegen 
ideale Voraussetzungen für eine harmonikale Untersuchung vor. Auch ist es 
nicht nötig, alle diese Kristallkörper in der Natur selbst zu suchen, da in der 
Fachliteratur die gewünschten Angaben vorliegen. So ist es völlig ausreichend, 


1) H. J. Buerger, Kristallographie, Berlin 1977; S. Haussühl, Kristallgeometrie, Weinheim 
1977. 

2)H. J. Buerger, The law of complication, in: The American Mineralogist 21, 1936, 702- 
714. 

3) Th. Liebisch, Geometrische Krystallographie, Leipzig 1881, 37. 
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sich an einigen wenigen Exemplaren den stereometrischen und harmonikalen 
Zusammenhang zu verdeutlichen. 

Es soll deshalb versucht werden, über die einfachsten Körper des kubischen 
Kristallsystems in die harmonikale Stereometrie einzusteigen. 

Von den vielfältigen Möglichkeiten, die sich am Beispiel der verschiedenen 
kristallinen Pyramidenwürfel [hkO] ergeben, soll der Pyramidenwürfel mit der 
kristallographischen Bezeichnung [210] ausführlicher beschrieben werden, da 
an ihm das pythagoreische Dreieck 3—-4—5 in so eindeutiger Form nachgewie- 
sen werden kann wie an keinem anderen mathematischen Körper und er des- 
halb für eine harmonikale Untersuchung ideal ist. 

Die kristallographische Bezeichnung für den Pyramidenwürfel mit dem Kri- 
stallindex [210] bedeutet entsprechend der vorgegebenen Definition, daß jede 
Dreiecksfläche (210) eine Achse im Abstand 1/1 und eine weitere Achse im 
Abstand 1/2 vom Mittelpunkt des Achsenkreuzes schneidet und der dritten 
Achse parallel läuft. Mathematisch ausgedrückt, liegen demnach am Achsen- 
kreuz die folgenden Verhältnisse vor: 


1/1 1/2 1/® Ix2 


Indem man durch Multiplikation mit dem Hauptnenner 2 diese Brüche zu gan- 
zen Zahlen macht, entstehen die bereits erwähnten Millerschen Indizes 


2 1 0 


Die rechnerische Projektion kann man nun für jede der 24 Dreiecksflächen des 
Pyramidenwürfels durchführen, wobei sich jeweils die Zahlen der Indizes ver- 
tauschen, z. B. (120), (021), (012). Es ergibt sich nur eine andere Betrach- 
tungsweise, der mathematische Inhalt bleibt jedoch der gleiche. 

Es werden also bei der kristallographischen Untersuchungsmethode die je- 
weiligen Flächen eines Kristallkörpers auf die Achsen projiziert, sowie die 
rationalen Abstandsverhältnisse auf dem Achsenkreuz berechnet und in eine 
entsprechende Zahlenbeziehung gebracht. 

Die kristallographische Bezeichnungsweise Victor GOLDSCHMIDTS ist von 
ihrem mathematischen Inhalt her ähnlich, nur ist ihre Schreibweise von der 
Millerschen verschieden. 

Das Eindringen in eine harmonikale Untersuchungsmethode ist demgegen- 
über vollkommen anders. Hier geht es um das Verhältnis zweier Körper, in die- 
sem Fall das Verhältnis zwischen Pyramidenwürfel und dem eingeschriebenen 
Würfel, und um deren Beziehung zum Achsenkreuz. Der Würfel schneidet das 
Achsenkreuz des Pyramidenwürfels im Verhältnis 2:1. Diese Interpretation der 
Kristallindizes am Pyramidenwürfel [210] ist abweichend von der in der Kri- 
stallographie üblichen, der strukturelle Sachverhalt bleibt jedoch der gleiche. 
Das Verhältnis 2:1, das hier am Achsenkreuz auftritt, kann leicht in eine har- 
monikale Proportion umgewandelt werden. Dies geschieht, indem die beiden 
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Zahlengrößen 1 und 2, wie dies aus den folgenden Abbildungen hervorgeht, in 


Beziehung zum Achsenmittelpunkt gesetzt werden und so das harmonikale 
Verhältnis der Quinte 3:2 ergeben. 


[210)=34 


Das Verhältnis 1:2, in dem hier die Achse geteilt wird, ist noch keine har- 
monikale Proportion, da die Zahlen I und 2 nur die Grundlage für die Indizie- 
rung dieses Pyramidenwürfels [210] bilden und erst noch harmonikal umge- 
wandelt werden müssen. 

Wie man leicht erkennen kann, liegen mit dem Kristallindex [210] und dem 
harmonikalen Verhältnis 3/2 (Quinte) zwei völlig verschiedene Ebenen struk- 
tureller Zahlenqualitäten vor. 

Nach dieser kurzen Erklärung des Kristallindexes des Pyramidenwürfels 
[210] auf kristallographischer und harmonikaler Basis soll nun die Untersu- 
chung über seine Beziehung zum pythagoreischen Dreieck 3-4—5 aufgenom- 
men werden. 

Dieser Pyramidenwürfel [210] besteht aus 24 gleichschenkligen Dreiecken 
mit den Seitenlängen 3-4-3. 


Die Winkel, die zwischen zwei angrenzenden Flächen gemessen werden, haben 
entweder den Wert 


126°32.12 ° "oder 
1430 7’°48” 


a 


ß 


und entsprechen damit den Außenwinkeln des pythagoreischen Dreiecks 3-45. 


1)M. Brückner, Vielecke und Vielflache, Leipzig 1900, Tafel VII. 
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Mathematisch ausgedrückt, bedeutet das: 
a = 180°-a’ = 126°52’12” cosa’ = 3/5 
ß = 180°-ß’ = 1430748” cosß’ = 4/5 

Um diese beiden Winkel a und ß an diesem Pyramidenwürfel zu bestimmen, ist 
nicht einmal ein Goniometer (Winkelmesser) mit genauer Gradeinteilung not- 
wendig, sondern nur ein pythagoreisches Dreieck 3—4—5, dessen Katheten 
oder Hypotenuse entsprechend der obigen Figur verlängert sind. 

Beide Winkel a und ß dieses Pyramidenwürfels lassen sich noch weiter diffe- 
renzieren. 

1) Zwei in der Spitze gegenüberliegende Pyramidenflächen bilden in der Ebe- 

ne des Achsenkreuzes den Winkel a = 126°52°’12” und dies insgesamt 12- 

mal. 

2) Zwei Pyramidenflächen, die an der Würfelkante/Pyramidengrundlinie zu- 

sammenkommen, bilden den Winkel ß = 143°7’48”. Dies ist ebenfalls 12- 

mal der Fall. 

3) Der Winkel ß, der sich zwischen zwei Pyramidenflächen an ihrer Seiten- 

kante bildet, kommt am häufigsten vor (24mal). 

Die unter 3) aufgeführten Winkel ß lassen sich nicht in das Achsenschema 
(Abbildung auf Seite 32) einzeichnen, da sie nicht in der Achsenebene liegen. 

Der Winkel a dagegen ist durch seine besondere Stellung zum Achsenkreuz 
ausgezeichnet. Er bildet die äußere Begrenzung innerhalb des rechtwinkligen 
Koordinatensystems und ist deshalb besonders für eine harmonikale Bewer- 
tung von großer Bedeutung. 

Die beiden Winkel a und ß lassen sich am gleichen Pyramidenwürfel noch 
auf eine andere Art darstellen. Wir greifen dabei auf den Schnitt durch den 
Körper innerhalb der Achsenebene zurück. 
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Schnitt durch die Achsenebene des Pyramidenwürfels [210] 


und pythagoreisches Dreieck 3-4—5 


35 


Es ist hiermit möglich, alle drei Innenwinkel a’, ß’ und y = 90° des pythago- 
reischen Dreiecks 3-—4—5 an diesem Pyramidenwürfel [210] sozusagen im drei- 
dimensionalen Raum nachzuweisen. Man kann auf diese Weise nicht nur die 
Außen-, sondern auch die Innenwinkel des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 
zur Körperbestimmung heranziehen. 

Dieser Pyramidenwürfel [210] ist damit der einzige Körper, dessen zwei Ar- 
ten von Winkeln über je zwei angrenzenden Flächen ein und demselben pytha- 
goreischen Dreieck 3-4—5 zugeordnet werden können. 

Ein kurzer Vergleich mit den Platonischen Körpern macht den Unterschied 
deutlicher, da dort, außer beim Würfel, alle Winkel zwischen zwei angrenzen- 
den Flächen einem Winkel eines rechtwinkligen nichtrationalen Dreiecks ent- 
sprechen. 


VeI 


Die fünf regelmäßigen Platonischen Körper: Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, 
Pentagondodekaeder und Ikosaeder (nach Ramdohr/Strunz, 31) 


Parasscher Were a ti ae Winkelfunktion rechtwinkliges Dreieck 
Körper angrenzenden Flächen 

Würfel 90° sin, = 1 

Tetraeder 180-a = 70°31’44” cos, = 1/3 je 2/23 
Oktaeder 180-a = 109°28°16” cos, = -1/3 1-2/2-3 
Ikosaeder 180-a = 138° 11’23” sin, = -2/3 25-3 
Pentagon- 180-a = 116033’54” tg, =-2 1-25 


dodekaeder 
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Von den 5 Platonischen Körpern! kommen der Würfel, das Tetraeder und 
das Oktaeder auch als Kristallkörper vor, während das Ikosaeder und das Pen- 
tagondodekaeder in der regelmäßigen Form kristallin nicht auftreten können. 

Es muß hier ein Hinweis auf die Interpretation des geometrischen Begriffs 
komplementär eingefügt werden. Es ist in der Geometrie üblich, als Komple- 
mentwinkel diejenigen Winkel zu bezeichnen, die sich in einem rechtwinkligen 
Dreieck zu 90° ergänzen. Analog müssen auch die Außenwinkel, die sich zu 
270° ergänzen, komplementär sein, da in beiden Fällen das gleiche rechtwink- 
lige Dreieck als Grundlage dient. 


a’+ß’=90° 
a+ß= 270° 


(aa ES: 
5) 

Es ist klar, daß auch die Winkel a und a’ sowie die Winkel ß und P’ sich ge- 
genseitig ergänzen und bedingen; doch hat dies mit der Komplementarität, wie 
sie hier definiert ist, nichts zu tun?. 

Die beiden Winkel a und ß stellen zwei verschiedenartige Winkelgrößen 
oder auch Qualitäten dar, die sich nicht nur gegenseitig bedingen — da der drit- 
te Winkel 90° beträgt —, sondern zusammen mit ihm auch zur Einheit des Voll- 
kreises ‚„komplementär“ ergänzen. 


Die Außenwinkel des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 
in ihrer Kreisbeziehung 


Um die harmonikale Komplementarität abzuleiten, ist es jedoch grundsätz- 
lich notwendig, daß sich zwei verschiedene Pyramidenwürfel in ihren Winkeln 


1) Weitere Angaben zu den Platonischen Körpern in: Der große Rechenduden, 1. Band, 
Mannheim 1969, 611. 
2) Vgl. hierzu die Winkel von Oktaeder und Tetraeder in der Tabelle der Seite 35, 
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ergänzen. Am Beispiel des pythagoreischen Dreiecks 3-4—-5 gibt es außer dem 
schon ausführlich beschriebenen Pyramidenwürfel [210] noch einen zweiten 
Pyramidenwürfel [310], bei dem in der Achsenebene die gleichen Winkel vor- 
kommen. Dieser besteht ebenfalls aus 24 gleichschenkligen Dreiecken mit den 
Maßen: 


Beide Pyramidenwürfel, [210] und [310], haben je 12 Winkel a und 12 Win- 
kel ß gemeinsam, die sich nur in ihrer Beziehung zum Achsenkreuz unterschei- 
den, und sind folglich stereometrisch komplementär. 


a 
<> 1) ee a 


“ N 


ke — % Erkner up £ 


Setzen wir die jeweiligen Achsenabschnitte, die sich aus dem Teilungsver- 
hältnis vom Pyramidenwürfel zum Würfel ergeben, in Beziehung zum Mittel- 
punkt, so ergeben sich die harmonikalen Werte 


[210] [310] 
3/2 4/3 
Quinte Quarte 


el 


Man kann auch sagen: So wie sich zweidimensional am pythagoreischen 
Dreieck 3-45 und dreidimensional an den Pyramidenwürfeln [210] und [310] 
die beiden spitzen (stumpfen) Winkel komplementär zu 90° (270°) ergänzen, 
ergänzen sich harmonikal die beiden entsprechenden Intervalle, die Quinte und 
die Quarte, zur Oktave. 
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32 + 4? = 52 
A Pythagoreischer Lehrsatz: 
Er + (=)? = 1 „geometrisch“ 
5 5 
Quinte ® Quarte =  Oktave Pythagoreischer Lehrsatz: 
3/2 ® 4/3 = 2/1 „harmonikal“ 


Das harmonikale Prinzip, das sich hinter dieser Gleichung verbirgt, besteht 
darin, daß aus der „Verknüpfung“ der beiden Intervalle Quinte und Quarte die 
Oktave entsteht. Diese „Verknüpfung“ soll durch das Zeichen ® besonders 
hervorgehoben werden, welchesin unveränderter Form dem neu herausgege- 
benen Buch von Johannes TROPFKE ‚Geschichte der Elementarmathematik“ 
entnommen ist!. Dieses Buch stellt sozusagen ‚‚den letzten Stand der Erkennt- 
nis“ auch für das vorliegende Thema dar. 

Die Frage nach der Möglichkeit, diese „harmonikale Gleichung“ mit dem 
pythagoreischen Lehrsatz der Geometrie zu verbinden, ist bisher offenbar 
nicht gestellt worden. 

Kehren wir nun zur Ausgangsreihe zurück, in der die beiden Grenzkörper 


Würfel — Rhombendodekaeder 


die äußeren Grenzpunkte bilden, innerhalb derer die beiden Pyramidenwürfel 
[210] und [310] liegen, die im pythagoreischen Dreieck 3-4--5 ihren stereo- 
metrischen und harmonikalen Hintergrund haben. 

Es genügt, zum Zwecke der einfacheren Darstellung auf die zweidimensio- 
nale Form zurückzugreifen, da in diesen Flächen gleichzeitig die Achsenschnit- 
te der entsprechenden Körper dargestellt sind. 


1) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, Band 1: Arithmetik und Algebra, Ber- 
lin 1980*, 325. 
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£ s " Rho - 
Würfel Pyramidenwürfel En KnheRı 

Kristallindex: [100] [310] [210] [110] 
Linie 1/1 4/3 312 2/1 
Fläche 1/1 4/3 3/2 2A 
Körper ya 4/3 3/2 2/1 

6 8 9 12 
Intervall Prim Quarte Quinte Oktave 


Dabei stellen die Winkel von 90° und 180° in den Grenzkörpern Würfel und 
Rhombendodekaeder die jeweiligen Grenzwinkel dar. Sie können keinem recht- 
winkligen Dreieck zugeordnet werden, während die Außenwinkel a und ß der 
Pyramidenwürfel [210] und [310] als Zwischenkörper dieser Zonenreihe dem 
pythagoreischen Dreieck 3—4—5 entsprechen. 

Harmonikal ergeben sich hieraus die vier Grundintervalle Prim — Quarte — 
Quinte — Oktave. Dabei sind die Intervalle Quinte 3/2 und Quarte 4/3 aus- 
schließlich aus dem pythagoreischen Dreieck 3—4—5 entwickelt worden. 

Wie aus der Abbildung ebenfalls zu erkennen ist, läßt sich die gleiche pro- 
portionale Beziehung in den drei Dimensionen darstellen: Linie — Fläche — 
Körper, doch harmonikal ist nur die Dimension der Körper. Erst die harmoni- 
kale Umwandlung einer zweidimensionalen Figur in die Dreidimensionalität 
eines harmonikal-strukturierten Körpers läßt den Vergleich mit einem harmo- 
nikalen Raum oder Tonraum zu. So kann auch erst jetzt von einem Intervall 
im harmonikalen Sinn gesprochen werden. Der Würfel wird so zum ersten 
Grenzpunkt, dessen ‚Tiefe‘ stereometrisch über die verschiedenen Pyramiden- 
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würfel bis zum äußeren Grenzpunkt, dem Rhombendodekaeder, ausgedehnt 
wird. Damit wären die Grenzen eines dreidimensionalen harmonikalen Raumes 
in seiner einfachsten Form, dem Oktavenraum, abgesteckt. 


Die Aufgabe, am Beispiel des einfachsten rationalen und rechtwinkligen 
Dreiecks einen alternativen Weg aufzuzeigen, wäre somit abgeschlossen. Vom 
harmonikalen Verständnis her bekommt dieses Dreieck einen neuen Inhalt. 
Dieses „pythagoreische Dreieck“ 3—4—5 oder das Urdreieck, wie Albert von 
THIMUS es in seiner ‚„‚Harmonikalen Symbolik des Altertums““! bezeichnete, 
bildet so mit den Intervallen Quinte und Quarte innerhalb des Oktavenraumes 
den Schlüssel auch für den Anfang einer Morphologie der Musik. 


1) A. v. Thimus, Die harmonikale Symbolik des Alterthums, 2 Bände, Köln 1868-1876, II 
157. 
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PYTHAGOREISCHE ZAHLEN IM OKTAVENRAUM 


Bei den bisher behandelten kristallinen Pyramidenwürfeln [210] und [310] 
wurde mit Hilfe des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 ihre komplementäre Be- 
ziehung in einem stereometrischen und harmonikalen Rahmen ausführlich dar- 
gestellt. Damit stellt sich aber auch zugleich die Frage nach einem allgemein- 
gültigen Charakter dieses harmonikal-komplementären Prinzips, das auf die ver- 
schiedenen Ebenen der 

— pythagoreischen Zahlentripel, 

— kristallinen Pyramidenwürfel und 

— Intervalle 
übertragen werden soll. 

Die Zonenreihe von Würfel — Pyramidenwürfel — Rhombendodekaeder bie- 
tet die Möglichkeit, an den strukturell einfachsten Kristallkörpern, die die Na- 
tur hervorbringt, auf mathematischer Basis zu zeigen, daß alle pythagoreischen 
Zahlentripel bestimmten wechselseitigen Ordnungsfunktionen unterliegen, die 
sowohl für die Mathematik und Kristallographie als auch für die Harmonik von 
wesentlicher Bedeutung sind. 

Für diese harmonikale Untersuchung werden insbesondere Kristallkörper 
herangezogen, und von daher ist es selbstverständlich, auf die kristallographi- 
sche Bezeichnungsweise der Kristallindizes zurückzugreifen, da hier die wohl 
kürzeste mathematische Form der Beschreibung eines Körpers vorliegt. 

Die Formeln, die die Beziehung zwischen den Winkeln zweier Flächen am 
Kristallkörper und den Kristallindizes angeben, sind schon früh in den Fach- 
büchern der Kristallographie, z. B. bei ROSE! (1838) und MILLER? (1856) in 
übersichtlicher Form dargestellt. Auf Miller geht auch die heute noch übliche 
Schreibweise der Kristallindizes zurück. 

Die Pyramidenwürfel haben die allgemeine Bezeichnung [hk0], oder in kon- 
kreten Zahlen z.B. [210], [310], [320], [520]. 

Übernehmen wir die Beschreibung dieser Pyramidenwürfel oder Tetrakishe- 
xaeder, wie sie auch genannt werden, von Miller, da sich darauf aufbauend 


1) G. Rose, Elemente der Krystallographie, Berlin 18382. 
2) W.H. Miller, Lehrbuch der Krystallographie, Wien 1856. 
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am leichtesten die alternative harmonikale Lösung darstellen läßt. 


$. 59. Die Form |kkol, Fig. 16, hat 24. Flächen und heisst 
ein Tetrakishexaeder. 
2. 
coF= ne coG = Fa 
Man hat somit 
in 210) cof=} coG = 
folglich F = 36° 52'2, G = 36” 52''2; 
in 310] cof= %$ 06=% 
folglich F = 53° 7'8, @ = 25°50" 5; 
in |820| cst=2 c86 = 5 
folglich F = 22°37'.2, G = 46°11"2; 
in 520] cost —=23 co —= 5 
folglich F = 46°23'.8, @ —= 30° 27'. 
Die Tangente des Winkels zwischen der Normale irgend einer Fläche 


von |%% o| und der Normale der nächsten Fläche von }100| ist = Der 


Cosinus des Winkels zwischen der Normale irgend einer Fläche von |% % o| 
h+k 
V3(’+6’)' 
Der Cosinus des Winkels zwischen der Normale irgend einer Fläche 
von |Ako| und der Normale der nächsten Fläche von |110| ist 
h+k 
V2A HR) 


und der Normale der nächsten Fläche von [111] ist 


Es sind hier die Formeln für die Berechnung der Winkel zweier Flächen über 
den Kanten G und F in der cos-Funktion angegeben. Die cos-Werte für die Win- 
kel der entsprechenden Pyramidenwürfel an der Kante F betragen: 


Kristallindex Winkelfunktion pythagoreische Zahlen 
[210] cosF: 4/5 3—4—5 
[310] cosF : 3/5 Biepab 
[320] cosF:: 12/13 5—-12-13 
[520] cosF : 20/29 20—-21-29 


Diese Winkel entsprechen also den angeführten pythagoreischen Dreiecken. 
Die Winkel über der Kante G dagegen liegen nicht in der Achsenebene und 
und können deshalb hier unberücksichtigt bleiben. 


1) W.H. Miller, Lehrbuch der Krystallographie, Wien 1856, 31. 
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Die Winkelfunktion cosF für diesen Winkel — sagen wir ß’ — gibt den Wert 
an, der im rechtwinkligen Dreieck dem Innenwinkel entspricht: 


z.B. für [210] 


5 


und am Kristallkörper die Ergänzung zu 180° bedeutet: 


ß = 180° - 
für [210] 8 = 180° - cosß’ = 1439 7’48” 
cosß = -4/5 
cosß’= 4/5 


Es ist heute in der Kristallographie üblich, nicht den Innenwinkel zweier an- 
grenzender Kristallflächen zu messen, sondern den Ergänzungswinkel zu 180° 
(Supplementwinkel), der als Normalenwinkel bezeichnet wird. Zur Messung 
der Kristallwinkel bedient man sich verschiedener Winkelmesser, deren Genau- 
igkeit von +1 Grad bis +% Minute reicht!. 


a’ = Kristallwinkel 2 f Das Prinzip 
= Normalenwinkel Anlegegoniometer des Reflexionsgoniometers 


Wie lassen sich nun die bei MILLER angegebenen Kristallindizes der Pyrami- 
denwürfel harmonikal einordnen? Die ersten beiden Pyramidenwürfel [210] 
und [310] wurden schon im vorigen Kapitel im Zusammenhang mit dem py- 
thagoreischen Dreieck 3-4—5 ausführlich behandelt. Es wurde gezeigt, daß die 
geometrische Darstellung über den zweidimensionalen Schnitt innerhalb der 


1) Ramdohr/Strunz, Klockmann’s Lehrbuch der Mineralogie, 17. 
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Achsenebene denkbar einfach und leicht nachvollziehbar ist. 
Für die beiden Pyramidenwürfel [320] und [520] gilt dies analog: 


Kristallindex: 320] 520] 
= cosy = x er CoSg= Se 
coSn= ‚ cosfR= 
&x B='% & ß 
Intervall: 5% % 


Da je zwei in der Achsenebene benachbarte Winkel sich zueinander komple- 
mentär verhalten, gilt dies auch für die entsprechenden cos-Werte. Bezeichnen 
wir den Winkel an der Kante F mit ß, wie ihn MILLER durch die Formel 


cosF = cosß = Au, 


angibt, dann ist der benachbarte Winkel a, der durch seine Stellung zum Ach- 
senkreuz, da er dessen äußere Begrenzung bildet, ausgezeichnet ist, durch die 
Winkelfunktion 


bestimmt. Für die bei Miller angegebenen Beispiele ergeben sich folgende cos- 
Werte für den Winkel a, den zwei Flächen über der Pyramidenspitze bilden: 
[210] cosa = 3/5 
[310] cosa = 4/5 
[320] cosa = 5/13 
[520] cosa = 21/29 


Die Zahlen, die in den Kristallindizes der Pyramidenwürfel enthalten sind, las- 
sen sich nun harmonikal interpretieren, indem man sie über ihr Verhältnis zum 
Würfel auf das Achsenkreuz bezieht. 

Diese vier Kristallkörper werden nun zu einem besseren Vergleich noch ein- 
mal zusammengefaßt: 
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Winkelfunktion 

Kristallindex der 2 Flächen in Kante F hasoreisehe harmonikales 
Pyramidenwürfel einer Spitze (Miller) n a“ Verhältnis am 
[hk0O] cosa cos ß bag Achsenkreuz 

[210] 3/5 4/5 3—-4-5 3/2 

[310] 4/5 315 3—4—-5 4/3 

[320] 5/12 12/13 5=12-13 5/3 

[520] 21/29 20/29 20-21-29 7/5 


Man erkennt schon an diesen wenigen Beispielen, daß sich die hohen Zahlen 
in den Winkelfunktionen leicht in relativ einfache harmonikale Zahlenverhält- 
nisse umwandeln lassen. 

Der Winkel a, der das Achsenkreuz des Pyramidenwürfels nach außen be- 
grenzt, gibt gleichzeitig Aufschluß über dessen Teilungsverhältnis zum Würfel. 
Das bedeutet, daß in flachen Pyramidenwürfeln der Winkel a sehr stumpf, das 
harmonikale Verhältnis entsprechend nahe 1/1 ist, und daß in steilen Pyrami- 
denwürfeln der Winkel a ziemlich spitz, das harmonikale Verhältnis damit fast 
2/1 ist. 


Kristallindex: [230] 
D cos = Y%s 
ae Bag 
Intervall: % % 


Je größer das Zahlenverhältnis h:k der Indizes dieser Pyramidenwürfel ist, 
desto flacher sind die aufgesetzten Pyramiden, und umgekehrt, je kleiner das 
Verhältnis ist, desto steiler sind diese. Das Verhältnis 


h+tk 
h 


kann in den Pyramidenwürfeln 2/1 nicht überschreiten, da sonst mathematisch 
Sternkörper des Würfels entstehen würden, die es kristallographisch nicht gibt. 
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Der Winkel a für die Pyramidenwürfel [hk0] liegt somit zwischen den Grenz- 
werten 90° und 180°. 


äußere Grenze ii y4 


Nenn 


Eine Besonderheit tritt am Pyramidenwürfel [430] auf, die kurz zur Sprache 
gebracht werden muß. Es ist dies das doppelte Auftreten des pythagoreischen 
Dreiecks 3-4—5 im Schnitt der Achsenebene. 


cos a = %s 


Aus dem bisher Abgeleiteten ist jedoch klar, daß das nur ein Sonderfall und daß 
die eigentliche Begrenzung der Winkel des pythagoreischen Dreiecks 7—24—25 
bzw. cos a = 7/25 ist. Es gibt noch mehrere Kristallkörper, bei denen das py- 
thagoreische Dreieck 3-4-5 an verschiedenen Stellen ihres strukturellen Auf- 
baus in mannigfaltiger Weise nachgewiesen werden kann. Wichtig für die harmo- 
nikale Bewertung ist jedoch allein die Einordnung am Achsenkreuz. 

Da die beiden Winkelaund ßsich am gleichen Pyramiden- 
würfel [hkO] komplementär ergänzen, 
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en ß 


läßt sich auch der zugehörige Kristallindex nach dem pythagoreischen Lehr- 
satz in das entsprechende pythagoreische Dreieck umwandeln. 
Der trigonometrische pythagoreische Lehrsatz lautet: 


cos? a ++ 08 Bß = +12 
Daraus ergibt sich: 

h?—k2, iu ee 

Mr ES Fangen 
z.B. für [210] 

22-12, re 

Fr) N 22) zn 

3 4, ar 2 

= + = | 

2) ) 

32 + 42 = 52 


Da sich aber auch die a-Winkel der beiden verschiedenen Pyramidenwürfel 
[210] und [310] komplementär im Raum ergänzen, gilt entsprechend: 


A210 a 310 
=T> Se Bon ß 
Ku 
A210) = Pr310] 


“3107 * Pia 


[210]= % 310]= 4 
arıo) * “yzıo] * 270° 
Ejächenwinket: Ial26052° + 14308 = 770° 


Normalenwinkel: 5308’ +. 3609527 = 90° 
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cos? apıop + wsarzıop = 1? 
Gen h ren .. 
Gears “ Fr = 12 
Sr + © Ania 
32 ee Wer 


Damit wäre die Beziehung vom Kristallindex zweier Pyramidenwürfel, die 
sich komplementär ergänzen, zum Begrenzungswinkel a in der Achsenebene 
hergestellt. Dies gilt nicht nur für die beiden hier behandelten Pyramidenwürfel 
[210] und [310], sondern allgemein: es gibt immer zwei verschiedene Pyrami- 
denwürfel, die dem gleichen pythagoreischen Dreieck zugeordnet werden kön- 
nen und deren Winkel sich in der Achsenebene stereometrisch ergänzen. 

Aus den Kiristallindizes zweier zusammengehöriger Pyramidenwürfel allein 
ist ein harmonikaler Zusammenhang nicht direkt erkennbar. 


Rhomben- pythagoreische 


Suse Pytansslsnon dodekaeder Dreiecke 
[100] [110] 
| [310] [210] 3—4—5 
[510] [320] 5—12-13 
[710] [430] 7—24—25 
[910] [540] 9—-40—41 
[410] [530] 8—-15—17 


[520] [730] 20-21-29 
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Erst die Umwandlung dieser Kristallindizes in Intervalle läßt den harmonika- 
len Zusammenhang deutlich hervortreten. 


[100] [110] 


1/1 2/1 
[310] [210] 
4/3 3/2 
[510] [320] 
6/5 5/3 
[710] [430] 
8/7 7/4 
[910] [540] 
10/9 9/5 
[410] [520] 
5/4 8/5 
[520] [730] 
we ı0T) 


Das Produkt zweier harmonikaler Proportionen, die sich dem gleichen recht- 
winkligen Dreieck zuordnen lassen, ergibt immer den Zahlenwert 2/1. Anders 
ausgedrückt: so wie sich zwei Winkel am pythagoreischen Dreieck zu 90° 
ergänzen, komplementieren sich zwei Intervalle zur Oktave. 


1/1 2jle=t2/i 
[310] [210] 
43 ® 3/2 12/6 32455 
[510] [320] 
6/5 ® 5/3 =30/13 .5-12-13 
[710] [430] 
8/7 ® 7/4 = 56128 7294-25 
[910] [540] 
10/9 ® 9/5 = 90/45 9-40-41 
[410] [530] 
5/4 ® 8/5 = 40/20 8-15-17 
[520] [730] 
7/5 ® 10/7 = 70/35’ 20-21129 
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Man kann also immer ein bestimmtes Paar von Pyramidenwürfeln bilden, die 
sich in ihren Winkeln innerhalb der Achsenebene sozusagen im Raum gegen- 
seitig ergänzen und sich einem einzigen pythagoreischen Dreieck zuordnen las- 
sen, wobei sich innerhalb des Oktavenraumes die beiden entsprechenden Inter- 
valle komplementieren. 

Das pythagoreische Dreieck 3-4—5 ist das erste rationale rechtwinklige 
Dreieck. Es bildet innerhalb des Oktavenraumes über seine harmonikale Be- 
grenzung am Achsenkreuz die beiden Intervalle Quinte und Quarte. Die beiden 
Intervalle sind auf den Primzahlen 2 und 3 aufgebaut, wie dies auch für die py- 
thagoreische Tonleiter kennzeichnend ist (213). 

Durch Einbeziehung der beiden nächsten pythagoreischen Dreiecke 5—-12-13 
und 8-15—-17 in die harmonikale Untersuchung entstehen die beiden Terzen 
5/4 und 6/5 sowie die beiden Sexten 5/3 und 8/5. Als neues Zahlenelement 
kommt in den Intervallen damit die Primzahl 5 hinzu, die in diesen beiden py- 
thagoreischen Dreiecken ihren harmonikalen Ursprung hat. 


pyth. Dreiecke Intervalle Primzahlen 
3—4—5 32 4/3 243 

Quint Quart 
s-12+13 5/3 6/5 

gr. Sext kl. Terz 

29:3 

8-15—17 8/5 5/4 

kl. Sext gr. Terz 


Diese Intervalle sind harmonikal so wichtig, daß es angebracht erscheint, die 
ihnen zugeordneten Raumkörper — hier als Pyramidenwürfel — ebenfalls de- 
taillierter darzustellen. 


pythagoreisches 5_12-13 8_15-17 
Dreieck: 
5 Ir) 8 15 
13 ) (67 17 
Kristallindizes d 
ristallindizes der [320] [510] [530] [410] 


Pyramidenwürfel: 
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Intervalle: 5/3 6/5 8/5 5/4 
“ gr. Sext kl. Terz kl. Sext gr. Terz 
=> DD 
a B a B 


Aus den Beispielen von pythagoreischen Zahlentripeln, die bisher behandelt 
wurden, wird ersichtlich, daß es auch zu den Primzahlen eine besondere har- 
monikale Beziehung gibt. So muß für die harmonikale Bewertung dieser Zah- 
len berücksichtigt werden, ob diese in den Katheten oder in der Hypotenuse 
eines rechtwinkligen Dreiecks enthalten sind. Die hohen Primzahlen in den 
Hypotenusen der pythagoreischen Dreiecke tauchen in den entsprechenden 
Intervallen nicht mehr auf. Es ergibt sich gerade durch eine solche harmonika- 
le Differenzierung eine neuartige Perspektive auch zu einer speziellen Thema- 
tik der Primzahlen . 

Nachdem so viele Einzelbeispiele- für derartige Tonkörper aufgeführt worden 
sind, sollen die Ergebnisse nun verallgemeinert werden. Dabei geht es um das 
harmonikale Prinzip, dem alle Pyramidenwürfel innerhalb dieser Zonenreihe 
und analog auch alle Intervalle innerhalb der Oktavenreihe unterliegen. 

1) Der Zusammenhang zwischen Kristallindizes und Intervallen läßt sich — 
unter der Voraussetzung, daß h >k ist — folgendermaßen darstellen: 


Würfel Pyramidenwürfel Rhombendodekaeder 
Kristallindex: [100] [hk0] [110] 
harmonikale h+tk 
— 2, 
Intervalle: 1 h / 


Jeder Pyramidenwürfel läßt sich auf einfache Weise in seine harmonikale 
Funktion umwandeln: 


[hk0] - h+k 
h 


Dieser mathematische Vorgang gilt aber auch umgekehrt, indem jedes Intervall 
sich in einem harmonikalen Raum stereometrisch darstellen läßt. 
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2) Die Formeln für die Berechnung der beiden Winkel a und ß aus den Indi- 
zes eines Pyramidenwürfels [hkO] sind: 


[hko] 
a 
<I> 
2 h?-k? x P 
wie: 
\2hk 
cos ß = mer 


Die Winkel a und ß am Pyramidenwürfel entsprechen den Außenwinkein a und 
ß eines pythagoreischen Dreiecks 


a+ß = 270°. 
3) Es ergänzt sich aber auch jeweils ein Paar von Pyramidenwürfeln [h,k,0] 


und [h,k,O] über die zugehörigen Winkel a, und a,, wobei beide Körper wie- 
derum nur einem pythagoreischen Dreieck zugeordnet sind. 


[h,k,0] [h>k,0] 
cos? a, +141,008%.4; = 212 
h,?-k}? h>2—k 
hi-kı',, h, kr. ie one 
rk? ER 
[hix;0] 
a 
<I3 


WE 


4) Innerhalb des Oktavenraums ergänzen sich jeweils zwei Intervalle, die 
dem gleichen pythagoreischen Zahlentripel zugeordnet sind, komplementär 
zur Oktave. Dabei bilden die Zahlenpaare (h,/k,) und (h,/k,), die den Kristall- 
indizes zweier komplementärer Pyramidenwürfel entsprechen, die mathema- 
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tische Grundlage für eine Umschreibung des Oktavenraums: 


hıtkı g tk, 2 


h, h, l 


Es sind also die Zahlen (h/k) der Kristallindizes zweier stereometrisch komple- 
mentärer Pyramidenwürfel [h,k,O] und [h,k,0], die diese paarweise Beziehung 
zu einem pythagoreischen Dreieck haben. 

Wie lassen sich nun diese Zahlenpaare geometrisch und algebraisch finden 
und entsprechend harmonikal interpretieren? 

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, den Zusammenhang von Zahlenpaaren, 
pythagoreischen Dreiecken und Intervallen geometrisch und algebraisch darzu- 
stellen. 

Man kann zunächst von dem Schnitt durch die Ebene des Achsenkreuzes 
eines Pyramidenwürfels [h,k, O] ausgehen. Das eingeschriebene Quadrat liefert 
das erste Zahlenpaar (h, /k,), das sich bekanntlich in das entsprechende Inter- 


vall Ber 


h, 


umwandeln läßt. Durch das Einzeichnen eines zweiten Quadrates und dessen 
Diagonalen in das Grundschema lassen sich die Achsenverhältnisse beider Pyra- 
midenwürfel in einer einzigen geometrischen Figur darstellen. Das neue Qua- 
drat schneidet die Achsen im Verhältnis des zweiten Zahlenpaares (h,/k,) des 
Pyramidenwürfels [h, k,0], wobei sich das komplementäre Intervall 


h, 2: k, 
h, 


ergibt. 


l. Pyramidenwürfel: [h,k,0] 


l. Zahlenpaar: (h,/k,) 
+ 

1. Intervall: ns 
h, 

2. Pyramidenwürfel: [h,k,0] 

2. Zahlenpaar: (h,/k,) 

2. Intervall: hztk 
h, 

co Tr oz, -ı 


Als Beispiel für das pythagoreische Dreieck 5—-12-—13: 


1. Pyramidenwürfel: [320] 
l. Zahlenpaar: (3/2) 
l. Intervall: 5/3 


cosa, = -5/13 
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2. Pyramidenwürfel: [510] 
2. Zahlenpaar: (5/1) 
2. Intervall: 6/5 


cosa, = -12/13 


OS. phrase ah? 
komplementäre Winkel wre ih. 
komplementäre Intervalle 5/3 ® 6/5 = 2/1 

st.Sext © kKkl.Terz = Oktave 


Der Zusammenhang von Zahlenpaaren, Intervallen, pythagoreischem Dreieck 
und seinem Umkreis läßt sich vom geometrischen Verständnis her noch einfa- 
cher durch die nachfolgende Lösung darstellen. 


= 


S/ 


Es stehen die Zahlenpaare (h,/k,) und (h,/k,) in direkter Beziehung zum py- 
thagoreischen Dreieck und seinem Umkreis. Bei dieser geometrischen Lösung 
ist eine stereometrische und harmonikale Übertragung in den Raum ohne Be- 
rücksichtigung des Gesamtzusammenhangs am Achsenkreuz nicht möglich. 
Beispiele auf der nächsten Seite. 
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pythagoreisches Verhältnis des Verhältnis des 
Dreieck 1. Zahlenpaares 1.Intervall 2. Zahlenpaares 2. Intervall 
h,t+k h,+tk 

a—b—c h,:k men h.:k -_- 

1 1 h, 2 2 h, 
3—4—5 4:2=2:1 32 321 4/3 
5—-12-13 12:8 = 3:2 5/3 5:1 6/5 
8—-15—-17 15:9 = 5:3 8/5 82=4:1 5/4 
7—-24—25 24:18 = 4:3 7/4 11 8/7 


[> 


I 


Gerade aus diesen Beispielen ist leicht zu erkennen, daß auch die Zahlenpaa- 
re (h,/k,) und (h,/k,) untereinander in ein Verhältnis h, : k, und h, : k, ge- 
bracht werden können, dasjedoch nicht harmonikal ist. 

Die Berechnung des zweiten Zahlenpaares (h, /k,) aus dem ersten (h,/k,) 
und seine harmonikale Umwandlung ergeben sich auch mathematisch aus der 
Formel, die den Oktavenraum beschreibt (siehe Seite 53). 


h,+k, h,+k M 
Shui ® ya re 2/1 
ik, u 
h, k,rk, 
h, = Zeit K, 


37 


1. Zahlenpaar: hy, 2. Zahlenpaar: h, = hıtk, 
kı kr = h, - kı 

x hı+tk, h mtl, +_ 2h, 
1. Intervall: ir 2. Intervall: h. aa une 


Die beiden Zahlenpaare (h,/k,) und (h,/k,) haben über den pythagoreischen 
Lehrsatz eine Beziehung zu dem zugeordneten pythagoreischen Zahlentripel 
(siehe die Seiten 47, 48 und 53). 


Trigonometrischer pythagoreischer Lehrsatz: 


cos? a Feecos:B IT 
hr-kı , h,’-k’ , = 2 
rk 2) Fr Fon, 

er N? a 


Ein Zahlenbeispiel mag diesen Zusammenhang noch einmal verdeutlichen: 


Gegeben: 1. Zahlenpaar (h,/k,) = (3/2) 
Gesucht: a) 2. Zahlenpaar (h,/k,) 
b) beide Intervalle 


c) das entsprechende pythagoreische Zahlentripel 


a) 2.Zahlenpaar: h, = h, tk, k,=h, -kı 
325 k, = 3-2=]1 


h, 
2. Zahlenpaar: (5,1) 


b) 1. Intervall: 2 = 2) 
3 3 

2. Intervall: Sprill ui: 6 

5 5 


Beide Intervalle ergänzen sich zur Oktave: 


5/3 © 6/5 = 2/1 
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c) Entwicklung des zugehörigen pythagoreischen Dreiecks: 


32292 5?2_ 1? !. h 

ee 
n) 12 

ge 

Er 12 a ee 


pythagoreisches Zahlentripel: 5—12-13 


Die beiden Zahlenpaare (3/2) und (5/1) haben ihren stereometrischen Bezug 
in den Pyramidenwürfeln [320] und [510]. Diese lassen sich in eine harmonika- 
le Proportion umwandeln, wobei sich die Intervalle 5/3 und 6/5 ergeben. Für 
eine harmonikale Bewertung von Zahlen ist der theoretische Hintergrund, wie 
er hier abgeleitet wurde, sehr wichtig. So ist das Längenverhältnis 3:2 nicht un- 
bedingt eine Quinte, sondern diese entsteht erst über ihre Einordnung am Ach- 
senkreuz. 

Die Wechselbeziehungen von Zahlenpaaren, komplementären Intervallen 


und zugeordneten pythagoreischen Dreiecken lassen sich geometrisch in einem 
einfachen Kreisschema weiter aufschlüsseln. 


Y-D 
%7rB 
1, TB 
Y (& 


% A 
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Teilungsverhältnis des 


Zahlenpaares Intervall 
AC:CB=2: Abe 
AC:CB=2:1 rn 3 Quinte 
AGFB = AG’F’B’ 
IC: =3: AB _ 4 
AC: CB'=3:1 AD - 4 Quarte 


Die beiden pythagoreischen Dreiecke sind kongruent, jedoch sind ihre Kathe- 
ten in ihrer Beziehung zum Achsenkreuz vertauscht. 


BF:FG:GB = G’F’: F’G’: G’B’ = 3:4:5 


Auch das nächste pythagoreische Dreieck 5-12—13 soll hier in dieser Form 
vorgestellt werden. 


24 D 
%+B 
%+ 8 
y c 
% A 


Teilungsverhältnis des 


Zahlenpaares Intervall 
\:CB = 3: AB _ 5 
AC:CB = 3:2 Acc 3 gr. Sext 
AGFB ZAG’F’B’ 
a: AB’ _ 6 
AC.CR’ = 5:1 AC 5 kl. Terz 


BF:FG:GB = G’F’: FB’: B’G’ = 5:12:13 
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Dabei ist es selbstverständlich, daß sich ein solches vereinfachtes Kreis-Sche- 


ma — hier am Beispiel des Pyramidenwürfels [430] — auch in den bisher be- 
schriebenen Schnitt durch die Achsenebene einfügen läßt. 


cosa= Au 


NN 


if 


HJ 


A 


Der Winkel a sowie seine Ergänzung a’ und das entsprechende pythagoreische 
Dreieck lassen sich durch eine solche geometrische Darstellung auch harmoni- 
kal auf das Achsenkreuz beziehen. 

Untersuchen wir in diesem Kreis-Schema die ersten pythagoreischen Zahlen- 
dreiecke und die ihnen entsprechenden Intervalle, so wird ersichtlich, daß in- 
nerhalb der Oktavenreihe 1/1—2/1 die Intervalle eines zugehörigen pythagore- 
ischen Dreiecks sich je zur Hälfte immer mehr dem Kreismittelpunkt 1/1 bzw. 
entgegengesetzt dem Endpunkt des Kreisdurchmessers 2/1 nähern. 

Es liegt hier ein interessanter harmonikaler Aspekt vor, indem man zeigen 
kann, daß auch die Umkehrung zweier komplementärer Intervalle an ein ein- 
ziges geometrisches Strukturelement — ein rationales rechtwinkliges Dreieck — 
gebunden ist. 


A 
% 
Y% 
% 
% 
% 
y 
Um den geometrischen Hintergrund der Umkehrung - hier durch das Zei- 
chen &S gekennzeichnet — zweier komplementärer Intervalle besser zu erken- 
nen, kann man diese pythagoreischen Dreiecke auch aus dem Zusammenhang 
von Achsenkreuz und Kreis-Schema herauslösen und sie isoliert behandeln. 
Intervall: % % % 1% 
Winkelfunktion cos g: % A %%s Nr | 
h 
41 [#] 
25 24 
13 12 
5 [2 
A VE 
3 5 7 9 
Intervall: % % N % 


Winkelfunktion cos g: % Ya Vs Kı 
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Man erkennt schon aus den wenigen Beispielen, daß bei fortschreitender 
Entwicklung die Reihe dieser pythagoreischen Dreiecke innerhalb zweier äu- 
ßerer Grenzpunkte liegen muß, indem auf der linken Seite des letzten Dia- 
gramms der Winkel a dem Wert von 45° und auf der rechten Seite der Winkel 
a dem Wert von 90° immer näher kommt. 

Ordnen wir nun die pythagoreischen Dreiecke in das schon gewohnte Bild 
von Zonen- und Oktavenreihe mit den beiden äußeren Grenzpunkten und dem 
inneren Umkehrpunkt ein: 


4 ; . : F Rhomben- 
Würfel Pyramidenwürfel Pyramidenwürfel iur 
Zonenreihe: [100] [hko] DS, [hk0] [110] 
re [910][710][510]B10] _ [210][320][430][540]... > 
En A ı 
Ss Ss Ss 
=i je} =} 

S S S 
Winkel S ou 15.77 5% 7188 2 
funktion u re a  — u 

6) 4l7 225 21335 5 132 257 24] &) 
cos@ Pr‘ = = 

© © ® 

m - - 

® © ® 

2@ Ss 4 
Oktaven- = 10, de Se Fe! 3 
reihe TR) 3 3 4 5 


ea 


ar 
pythag. E 3—4—5 
Dreiecke 
5—-12-13 
7-24—25 
9—40-41 


> 


so läßt sich der stereometrische Hintergrund der Pyramidenwürfel über die Ok- 
tavenreihe auf die Ebene der pythagoreischen Dreiecke transformieren. 

Der innere Umkehr- und Kreuzungspunkt der vorliegenden Zonenreihe soll 
nun noch näher untersucht werden. Er wird durch das Symbol des Pfeilenkreu- 
zes &S dargestellt und ist dem Buch des Freiherrn von THIMUS ‚Die harmoni- 
kale Symbolik des Altertums“‘ entnommen!. Dieses Pfeilenkreuz spielte für 


1) A. v. Thimus, Die harmonikale Symbolik des Alterthums, 2 Bände, Köln 1868-1876; 
Nachdruck Hildesheim 1976. 
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Thimus bei der geschichtlichen Entwicklung von ‚„Ton-Leitern“ und ihrer en- 
harmonischen Differenzierung eine zentrale Rolle. Sein Grundprinzip ent- 
spricht dem folgenden Schema: 


0 0 1 1 
a tw a’tw 

ee sets 
ar! Ss ad +w° R 
D 3 

1 — ?2- >= = 2 
z u a 


Es ist an dieser Stelle nicht möglich, tiefer in das Wesen der Thimusschen Rei- 
hen einzugehen, da er in seiner Harmonikalen Symbolik von vollkommen ande- 
ren Voraussetzungen ausgeht, als dies hier der Fall ist. Dennoch besteht eine 
gewisse Analogie in der Thematik des Kreuzungspunktes x, soweit es die ge- 
genseitige Durchdringung von zwei harmonikalen Reihen innerhalb zweier 
Grenzwerte betrifft. Da Thimus sehr ausführlich auf die geschichtliche Bedeu- 
tung dieses Zeichens eingeht, wird besonders auf dieses Buch hingewiesen. 

Aus dem bisher Abgeleiteten geht hervor, daß es innerhalb der Zonen- und 
Oktavenreihe zu jedem rationalen und rechtwinkligen Dreieck, das die äußere 
Begrenzung in der Achsenebene bildet, stereometrisch zwei komplementäre 
Pyramidenwürfel mit rationalen Achsenabschnitten und dementsprechend har- 
monikal zwei komplementäre Intervalle, die aus rationalen Zahlen bestehen, 
gibt. 

Diese Rationalität ist ein besonderes Kennzeichen der Kristalle, entspre- 
chend dem kristallographischen Gesetz der rationalen Indizes. 

Untersuchen wir nun die Zonenreihe der Pyramidenwürfel bzw. die entspre- 
chende Oktavenreihe, 


Zonenreihe: [100]... [910][710][510][310] [210][320][430] [540]... [110] 
Okisrenreihe: 11 ... 109 87 05 43 © 32 33 14 95... 21 
L 3-4-5 
| ee] | 
124-253 
9-40-41 


so wird schon hieraus ersichtlich, daß der Kreuzungspunkt in der Oktavenreihe 
dem irrationalen Verhältnis2/2/1 entspricht, welches das geometrische Mittel 
des Oktavenraumes 2/1 darstellt. 

Das geometrische Mittely/2 hat demzufolge einen stereometrischen Hinter- 
grund, indem es in einem Zonenverband eingebettet ist und diesen so teilt, daß 
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zwei harmonikale Teilbereiche entstehen, die sich proportional zueinander ver- 
halten wie: 


ever /2 


Es läßt sich nun der Ort dieser Umkehrung einer Zonen- bzw. Oktavenreihe 


DOT 
Hin. Ra ee 


durchaus auch als mathematischer Pyramidenwürfel beschreiben, auch wenn 
dieser als Kristall wegen seines irrationalen Verhältnisses von2/2/1 am Achsen- 
kreuz in der Natur nicht vorkommen kann. 


a = 180°; ß = 90° a=ß= 135° a = 90°; ß = 180° 
Würfel _ 2 Rhombendodekaeder 
[hk0] [100] [1@/2-1)0] [110] 
1/1 „2/1 2/1 


Der Schnitt durch die Achsenebene eines solchen mathematischen Körpers 
zeichnet sich dadurch aus, daß alle Begrenzungspunkte auf dem Umkreis des 
Quadrates liegen und somit ein regelmäßiges Achteck bilden. Auch haben dem- 
entsprechend alle äußeren Begrenzungswinkel in dieser Ebene den gleichen 
Wert von 135°. 

Dieser Körper steht mit seinem Begrenzungswinkel von 135° innerhalb der 
Zonenreihe genau in der geometrischen Mitte von 90° und 180° der beiden 
Grenzkörper. Entsprechend ist auch der Umkehrungspunkt S der Oktaven- 
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reihe das geometrische Mittel des Oktavenraumes. Er stellt somit eine Beson- 
derheit innerhalb der vorliegenden Zonenreihe dar, da er der einzige Pyrami- 
denwürfel ist, dem nicht ein anderer komplementär zugeordnet werden kann 
und der sich sozusagen selbst ergänzt. 

In der Kristallographie ist bekannt, daß dieses regelmäßige Achteck als kri- 
stallographisches Strukturelement in dieser Zonenreihe wegen der am Achsen- 
kreuz sich bildenden Irrationalität nicht auftreten kann, Aus diesem Grunde 
läßt es sich auch nicht in ein harmonikales Verhältnis bringen, wenn man sei- 
nen stereometrischen Hintergrund berücksichtigt. 

Alle bisher behandelten Schnitte in der Achsenebene der kristallinen Pyra- 
midenwürfel stellen prinzipiell gleichseitige und symmetrische Achtecke dar. 
Das regelmäßige Achteck ist hier ein Grenzfall, da alle acht Punkte auf der 
Umkreislinie des Quadrates liegen. Man kann nun 


j ! a i B Rhomben- 
die Zonenreihe Würfel Pyramidenwürfel ERetseder 
[100] [310] [210] [110] 
und 
die Oktavenreihe 1/1 4/3 3/2 2/1 
Prim Quarte Quinte Oktave 


sowie den Kreuzungspunkt > als regelmäßiges Achteck in einer einzigen 
zweidimensionalen Figur darstellen, die sich ohne weiteres in die dritte Dimen- 
sion transponieren läßt (siehe die Figur der nächsten Seite). 


Der Kreuzungspunkt S der vorliegenden Zonen- und Oktavenreihe läßt 
sich ergänzend zu den bisherigen Ausführungen auch noch dadurch beschrei- 
ben, daß man versucht, das geometrische Mittel des Oktavenraums mit ratio- 
nalen Zahlenverhältnissen immer weiter einzuengen. 

Man beginnt mit den beiden wichtigsten Pyramidenwürfeln [210] und [310] 
und den ihnen entsprechenden harmonikalen Intervallen. Es schließen sich 
nach innen die beiden Pyramidenwürfel [520] und [730] an, die harmonikal 
umgewandelt 7/5 und 10/7 entsprechen. 


Zonenreihe: [100]...[310] [520] [1(@/2-1)0] [730] [210]...[110] 


Oktavenreihe: 1/1 ... 43 7/5 „2/1 lOpreeas ae Dr 


> 


Winkelgrad a: 180° ...143,1° 136,4° 135° 133,0°7176. 30 0200908 


L—20-21-29 — 
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Die Kristallindizes [520] und [730] lassen sich durchaus im kubischen Kri- 
stallsystem in der Literatur bei verschiedenen Mineralien nachweisen, wobei 
der erstere sogar noch in der Kristallform dominieren kann. 

Vergleicht man das Auftreten so hoher Kristallindizes wie [520] und [730] 
gegenüber den zahlenmäßig einfacheren [210] und [310], sind die letzteren 
sehr viel häufiger anzutreffen. Es gilt allgemein, daß, je höher die Zahlen in 
den Kristallindizes sind, desto seltener auch ihr Vorkommen in der Kristall- 
welt ist. 

Die beiden Pyramidenwürfel [520] und [730] können durch Winkelmessun- 
gen eindeutig voneinander abgegrenzt werden, da immerhin eine Winkeldiffe- 
renz von knapp 3° vorliegt. Auch die beiden Intervalle 7/5 und 10/7 lassen sich, 
am Monochord als Längenverhältnisse eingestellt, über das Gehör noch vonein- 
ander unterscheiden. 

Damit läßt sich das geometrische Mittelx/2, sowohl stereometrisch über die- 
se Kristallindizes [520] und [730] als auch harmonikal über die entsprechenden 
Intervalle 7/5 und 10/7 noch meßbar, einmal mechanisch über den Winkelmes- 
ser und zum anderen physiologisch über das Gehör am Monochord in einem 
komplementären Vergleich erfassen und mit rationalen Zahlenverhältnissen 
eingrenzen. 

Die Beziehung von pythagoreischen Dreiecken und zugehörigen Intervallen 
unter Einbeziehung des Kreuzungs- und Umkehrpunktes &S innerhalb einer 
Reihe läßt sich noch weiter aufschlüsseln, indem man die allgemeine Formel, 
die zu den pythagoreischen Zahlentripeln führt, genauer untersucht. 

Es sind verschiedene Formeln zur Bildung pythagoreischer Zahlen aus der 
älteren und neueren Zeit bekannt. PROKLOS schreibt den Pythagoreern eine 
mathematische Methode zu, die von ungeraden Zahlen, und PLATON eine ähn- 
liche Methode, die jedoch von geraden Zahlen ausgeht. 


2 _ 71 
Pythagoreische Formel: m? + eh: = ih 
Beispiele (ungerade): 3 4 5 m=3 
5 12 13 m=5 
7 24 25 m=7 


Platonische Formel: (2m)? + (m? - 1)? = (m? +1)? 


Beispiele (gerade) 4 3 3 m=2 
8 15 I! m=4 
12 35 34 m=6 


1) ©. Becker, Das mathematische Denken der Antike, Leipzig 19667, 53. 
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Die beiden Methoden sind sehr ähnlich, da sie sich ineinander überführen 
lassen. 

Es gibt außerdem noch weitere Modifikationen dieser Formeln zur Bildung 
pythagoreischer Zahlen, so von EUKLID, MASERES, COLLINS, DICKSON, MAR- 
TIN u. a., die sich jedoch alle auf das folgende Grundschema zurückführen las- 
sen. Wie Martin nachgewiesen hat!, entsteht es dadurch, daß in die obigen 
Gleichungen eine zweite Variable (statt der Zahl 1) eingeführt wird. 


(m? -n2)? + (2mn)? = (m? + n2)2 en 
Beispiele: 3 4 5 2/1 
6 10 3/1 
12 13 3/2 
24 10 26 5/1 
15 8 17 4/1 
16 30 34 5/3 


Aus den wenigen angeführten Beispielen, wie sie sich aus der Anwendung 
der letzten Formel ergeben, ist schon erkennbar, daß zu jedem Zahlenpaar ein 
pythagoreisches Grundtripel gehört und zusätzlich jeweils ein zweites Zahlen- 
paar zu einer kathetenvertauschten Verdopplung des Grundtripels führt. Es 
gibt also zu jedem pythagoreischen Tripel zwei bestimmte Zahlenpaare von 
konstantem Zahlenverhältnis. So bilden die Vielfachen der Zahlenpaare doch 
das gleiche pythagoreische Zahlendreieck. 


(m? - n?)? + (2mn)? = (m? +n?)? m/n 
Beispiele: 3 4 Sr 2/1 
12 16 20 4/2 

8 6 10 3/1 

32 24 40 6/2 


Diesen mathematischen Zusammenhang von Zahlenpaaren und pythagore- 
ischen Tripeln kann man auch in die Dreidimensionalität übertragen. Das Zah- 
lenpaar (m/n) läßt sich austauschen gegen die Zahlen der Kristallindizes (h/k) 
in der Zonenreihe von 


1) A. Martin, in: The Mathematical Magazine, 1891, Vol. II, Nr. 5, 69; E. S. Loomis, The 
Pythagorean Proposition, Ann Arbor 1968?;M. Päsler, Pythagoreische Zahlen, in: Physika- 
lische Blätter 33, 1977, Nr. 6, 453; W. Sierpinski, Pythagorean Triangles, New York 1962. 
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Würfel — Pyramidenwürfel — Rhombendodekaeder 
[100] [hk0] [110] 


An den ausführlich dargestellten Pyramidenwürfeln [hk0] läßt sich diese 
stereometrische Übertragung auf einfache Weise nachvollziehen, da über die 
Winkelfunktionen ein direkter Bezug zu den pythagoreischen Dreiecken be- 
steht. Dieses mathematische Prinzip gilt aber auch in anderen Kristallzonen- 
reihen, in denen pythagoreische Zahlen auftreten (siehe Seite 86). 

Die Anwendung und Übertragung der pythagoreischen Zahlen auf den 
Raum der Kristalle wurde, wenn auch in einer vollkommen anderen mathema- 
tischen Form, von LÜCK beschrieben!. In diesem Beitrag wird besonders deut- 
lich, daß die Möglichkeit, die pythagoreischen Zahlen zur Beschreibung eines 
harmonikal-strukturierten Raumes heranzuziehen, bisher nicht erkannt wurde. 
Es kennzeichnet jedoch die harmonikale Bedeutung dieser pythagoreischen 
Zahlen, daß sie sich, wie ausführlich entwickelt wurde, innerhalb eines oktav- 
begrenzten Raumes über das Achsenkreuz in Intervalle umwandeln lassen. 

Im bisher behandelten Schnitt durch die Achsenebene der Pyramidenwürfel 
läßt sich jedes Zahlenpaar (h/k), das hier zahlenmäßig mit dem Kristallindex 
gleichzusetzen ist, stereometrisch einordnen. Der erste Buchstabe h stellt die 
Beziehung zur eingeschriebenen Würfelkante und der zweite Buchstabe k die 
Verlängerung des Achsenkreuzes (,‚Tiefe des Raumes‘“‘) dar. 


Greifen wir aus diesem Gesamtzusammenhang des Achsenschnittes durch 
den Pyramidenwürfel das Kreis-Schema heraus, das die mathematische Bezie- 
hung zwischen dem Zahlenpaar (h/k) und dem pythagoreischen Dreieck 


1) R. Lück, Pythagoreische Zahlen für den dreidimensionalen Raum, in: Physikalische Blät- 
ter 35, 1979, Nr. 2, 72-75. 
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a—b--c darstellt, so ergibt sich für das Zahlenpaar (h/k): 


SI 


En as gar 
York? Wa vier 
a? + b? = e2 


Dabei zeigt sich auch, daß von zwei zusammengehörigen Zahlenpaaren eines 
zu einem pythagoreischen Grundtripel führt und das andere zu dessen kathe- 
tenvertauschter Verdopplung. 


Beispiel: Zahlenpaar (2/1), Grundtripel 3—4—5 


22-1? Pu | 227 1° 
( 2 ar —  uEeE Don hr 
(er ie = (eye 


Zahlenpaar (3/1), abgeleitetes Tripel 8-6—-10 


a 
Seen + Kerr e 
8. Sr: Or 0, 
m m m’ 

82 + 6? = 


= 10? 
Die verschiedenen Zahlenebenen 


— der Kristallindizes der Pyramidenwürfel [hkO] bzw. der ihnen entsprechen- 
den Zahlenpaare (h/k), 


— der Winkelfunktionen bzw. der ihnen zugeordneten pythagoreischen Tripel, 
einmal als Grunddreieck und zum anderen als kathetenvertauschte Verdopp- 
lung und 


— der Intervalle 


lassen sich nun über den Kreuzungspunkt >S zweier stereometrischer Reihen 
durch das auf Seite 72 stehende Schema veranschaulichen. 
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Zonenreihe hk0: 
Zahlenpaar h/k: 


Oktavenreihe a. 


Winkelfunktion coS,: 
pythag. Zahlen: 
h?2-k?; 
2hk: 
h?+k?: 


Wür- 
fel 


100 


1/1 


flacher Pyramiden- 
ren 
würfel 
7107510. 102 210 
1 5/1 3/1 2/1 
8/7 6/5 4/3 3/2 
24/25 12/13 4/5 3/5 


24 8 3 

10 6 4 

26 10 5 
Gerade et 


steiler Rhomben- 
dodekaeder 

320 ° 430 110 
3/2 4/3 

5/3 7/4 2/1 
5/13" - 7/25 

5 7 

12 24 

13 25 

Ungerade 


Beispiel für die Entwicklung neuer Kristallindizes durch „Komplikation“ 


(aus der Addition zweier benachbarter Kristallindizes) 


Zonenreihe hk0: 
Zahlenpaar h/k: 


ja 
Oktavenreihe n_ 


Winkelfunktion coSJ: 
pythag. Zahlen: 
h?-k?: 
2hk: 
h?+k?: 


610 ° 410 
6/1 4/1 
7/6 5/4 


35/37 15/17 


12 8 
33 15 
37 17 
Ungerade et 


530 ° 750 110 
5/3 IS 

8/5 12/7 2/1 
8/12012/37 

30.43 70: 

16 24 

34 74 

Gerade 
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Als neues zahlentheoretisches Element für die Umkehrung & zweier Teil- 
bereiche kommt das Prinzip von gerade und ungerade hinzu. Es ergibt sich 
zwangsläufig aus der Verdopplung der pythagoreischen Tripel; es hat jedoch 
seinen Ursprung in der stereometrischen Ergänzung zweier komplementärer 
Winkel am gleichen pythagoreischen Dreieck oder harmonikal in der Teilung 
des Oktavenraums in zwei sich ergänzende Intervalle. 

Fassen wir das Wesentliche um den Kreuzungspunkt zusammen: 

1) Innerhalb der bisher behandelten Zonenreihe 


100° & ya 
% % % 
flacher steiler Rhomben- 


Würfel <&————————— Pyramidenwürfel Aodekasder 


kommt der Begrenzungswinkel von 135° und damit auch das regelmäßige 
Achteck 


a=135° 


wegen der am Achsenkreuz auftretenden Irrationalität nicht vor. 

2) Der Kreuzungspunkt >S, dieser Zonenreihe läßt sich stereometrisch als 
ein Pyramidenwürfel beschreiben, der als einzige Ausnahme ‚‚in sich komple- 
mentär“ ist (a=P). 

3) Ein solcher Pyramidenwürfel kann in der Kristallwelt nicht vorkommen, 
da sein Kristallindex einen irrationalen Wert hätte: [v2 +1)10] oder 
[1/2 - 1)0]. 

4) Der Kreuzungspunkt »S stellt in der Oktavenreihe die stereometrische 
Umwandlung des geometrischen Mittels,/2 innerhalb des Oktavenraums dar. 
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Für die Kristallographie besitzt ein irrationaler Körper wie der Pyramiden- 
würfel [1 4/2 - 1)0] allenfalls theoretisches Interesse, da er bekanntlich in der 
Natur nicht vorkommen kann. Für eine Untersuchung, die der Idee der stereo- 
metrischen und harmonikalen Komplementarität nachgeht, bilden dieser Pyra- 
midenwürfel und das durch seinen Schnitt in der Achsenebene entstehende re- 
gelmäßige Achteck den Schlüssel zum besseren Verständnis des geometrischen 
Mittels als Kreuzungspunkt einer Oktavenreihe. 

Die Thematik des Kreuzungspunktes I zweier stereometrischer bzw. har- 
monikaler Reihen wird meines Wissens weder in den Fachbüchern der Mathe- 
matik und der Kristallographie! noch in der Musiktheorie behandelt und wur- 
de deshalb hier ausführlich beschrieben. Der einzige Hinweis auf diesen Kreu- 
zungspunkt oder das Pfeilenkreuz >S kommt von harmonikaler Seite, indem 
von THIMUS es vor einem geschichtlichen Hintergrund zur enharmonischen 
Differenzierung von Tonleitern gebraucht. 

Nachdem die pythagoreischen Zahlen und ihre harmonikale Bedeutung mit 
ihren komplementären Beziehungen innerhalb des Oktavenraumes detailliert 
beschrieben sind, kann jetzt auch die allgemeine Formel vorgestellt werden, 
die es erlaubt, für jedes rechtwinklige und rationale Dreieck die beiden kom- 
plementären Intervalle zu entwickeln und innerhalb eines harmonikal-struktu- 
rierten Raumes einzuordnen. 


Pythagoreischer Lehrsatz: 


a? Er b? = c2? 

Sn = 1 
c 

cos?a + _cos?ß ml 


1) Vgl. W. Kleber, Einführung in die Kristallographie, Berlin 1965®, 150; V, Goldschmidt, 

Ueber Harmonie und Complication, Berlin 1901, 11. Sowohl bei Kleber als auch bei Gold- 
schmidt liegt keine Umkehrung im harmonikalen Sinne vor, sondern lediglich eine reziproke 
und symmetrische Spiegelung, 
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Harmonikal-stereometrische Ableitung der Intervalle 
aus einem pythagoreischen Dreieck 


> 
D IE => 
® - 4 
atb+tc ara 
alrkıc DELIC En 


Die harmonikale Interpretation des pythagoreischen Lehrsatzes bietet die 
Möglichkeit, den Raum mit anderen Strukturelementen — den Intervallen — 
aufzuschließen, als dies normalerweise mathematisch! der Fall ist. Der Begriff 
Intervall ‚Zwischenraum‘? bekommt damit durch diese stereometrische Über- 
tragung auf das Achsenkreuz eines harmonikalen Raumes einen neuen Inhalt. 
Der eigentliche Wert dieser Formel liegt jedoch darin, daß damit ein Ordnungs- 
prinzip verbunden ist, das sich sowohl auf die pythagoreischen Zahlen als auch 
auf die Intervalle anwenden läßt. 

Die stereometrische und harmonikale Umwandlung der pythagoreischen 
Dreiecke in den Oktavenraum geht von bestimmten Voraussetzungen aus, die 
hier noch einmal zusammengefaßt werden: 

1) Als Grundlage für diese Umwandlung dient das rechtwinklige und ratio- 
nale Dreieck, dessen komplementäre Winkel sich zwei verschiedenen kristalli- 
nen Pyramidenwürfeln zuordnen lassen und sich somit auch im Raum komple- 
mentär ergänzen. 

2) Die äußere Begrenzung des Achsenkreuzes im Schnitt der Achsenebene 
eines Pyramidenwürfels wird durch einen Winkel gebildet, der einem pythago- 
reischen Zahlendreieck zugeordnet werden kann. 


1) „Pythagoras im Raum“, in: M. Simon, Über die Entwicklung der Elementargeometrie 
im 19. Jahrhundert, Leipzig 1906, 112; W. Lietzmann, Der pythagoreische Lehrsatz, Leip- 
zig 1912, 30. 

2) H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950, 33; ders., Akroasis. Die Lehre von der 
Harmonik der Welt, Basel 1964, 122. 
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Aus der Größe des Winkels wie auch direkt aus dem entsprechenden pythago- 
reischen Zahlentripel läßt sich das harmonikale Verhältnis — das Intervall — 
am Achsenkreuz bestimmen. 

3) Die Beziehung des Rhombendodekaeders zum zugrundegelegten Würfel 
bildet am Achsenkreuz die beiden Grenzpunkte 1/1 und 2/1, die den Oktaven- 
raum umfassen. 


Der Schnitt durch die Achsenebene ist durch die Verdopplung des Achsen- 
kreuzes gekennzeichnet. Sämtliche Intervalle lassen sich über diese Zonen- und 
Oktavenreihe in der ersten (Achsenkreuz), der zweiten (Achsenschnitt) und 
der dritten Dimension (Pyramidenwürfel) harmonikal und stereometrisch dar- 
stellen. 

4) Nur rationale rechtwinklige Dreiecke bzw. rationale pythagoreische Zah- 
lentripel lassen sich in harmonikale Proportionen umwandeln, die sich komple- 
mentär im Oktavenraum ergänzen. 

In der bisherigen Form der Intervalldarstellung sind die Intervalle in den Ok- 
tavenraum 1/1 — 2/1 eingebunden, wobei sich ein Zahlenverhältnis > 1 ergibt. 
Es kam vor allem darauf an, die Beziehung der Kristallindizes oder der entspre- 
chenden Zahlenpaare zu bestimmten Intervallen herauszustellen. So kann z.B. 
ein Pyramidenwürfel mit dem Kristallindex [210] oder das entsprechende Zah- 
lenpaar (2/1) nur zum Intervall der Quinte führen. Es ist jedoch prinzipiell 
gleich, ob man von einem Verhältnis 3:2 oder 2:3 ausgeht, wenn man den je- 
weiligen Bezugspunkt innerhalb der Zonen- bzw. Oktavenreihe berücksichtigt. 


Si 


Die Zahlen der Kristallindizes lassen sich somit auch in die reziproke Form der 


Intervalle umwandeln, wie dies an einigen ausgewählten Beispielen dargestellt 
wird. 


100) PNA WERSGCNTETme are Würfel 
) ' 
OR le Are RE | 
Boy 
[310] a — 
e 2 
5 
y 3. 
EEE VER NEN UT ® 
% A z 
c: 
y 2 = 
[320] Speer er ee N ha H 
% yı | 
A 7 ı 
[430]  aluufaprsin]) vBetosuguwilnen? ı 
Yı Y 
[1 
| 
11) u 1 A _ Rhomben- 
ee N er 
nn die Einheit -------- Fr Oktavenraum------ 


Yyı nA N Yu A 


(004 
[017] 
(01E) 
[012) 
[0zE] 
[0E7] 
[0] 


Bisher wurde der dem Pyramidenwürfel eingeschriebene Würfel als Einheit 
1/1 angenommen, über die das Intervall (h + k)/h hinausgeht. Man kann aber 
auch die Begrenzung des Körpers als Einheit 1/1 nehmen, wobei der Würfel 
die reziproke Form des Intervalls h/(h + k) bildet. Bei dieser Form der Darstel- 
lung wird stärker als vorher der Kristall als Einzelkörper gesehen, während die 
bisherige Sicht den Zusammenhang der Zonen- und Oktavenreihe miteinbe- 
zieht. Die bisher gewählte Form, die Oktavenreihe in die Grenzen des Oktaven- 
raums 1/1 — 2/1 einzuordnen, hat den Vorteil der größeren Anschaulichkeit 
in den Kristallkörpern. Es läßt sich jedoch gerade am Beispiel der harmoni- 
schen Teilung und der harmonikalen Interpretation der Spektrallinien des 
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Wasserstoffatoms zeigen, daß die reziproke Form der Intervalle unter Umstän- 
den besser geeignet ist, einen bestimmten zahlentheoretischen Zusammenhang 
aufzuschlüsseln. 

Die Darstellung wurde bisher auf relativ einfache Zahlentripel beschränkt. 
Es läßt sich zeigen, daß auch die Natur — am Beispiel der Kristalle — nach dem 
Prinzip der kleinen Zahlen vorgeht. Man kann allgemein sagen, daß, je niedri- 
ger die Zahlen der Kristallindizes sind, desto häufiger auch ihr Auftreten in der 
Natur ist. 

So kommen höhere pythagoreische Dreiecke verhältnismäßig selten in der 
entsprechenden vollflächigen Grundform vor, sondern meist nur noch in der 
Kombination mehrerer Körperformen in einer Zonenreihe. Dagegen ist die 
Dominanz des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 im Vergleich zu den nächst- 
folgenden Zahlentripeln innerhalb einer Zonenreihe ausgesprochen groß, 

In jedem Kristallmuseum gibt es Kristalle wie Pyrit, Granat, Fluorit, Zink- 
blende, Bleiglanz u. a., an denen man in der Regel — außer bei den Grundkör- 
pern wie Würfel, Oktaeder, Tetraeder — sofort das pythagoreische Dreieck 
3—4-5 finden kann, während dies für die darauffolgenden pythagoreischen 
Dreiecke selten und nur mit besonderer Kenntnis und Winkelmessung möglich 
ist. 4 

Es gibt für einige Mineralien quantitative Untersuchungen über das Vorkom- 
men der verschiedenen Kristallkörper, die alle darauf hinauslaufen, daß die 
einfachsten Kristallindizes auch am häufigsten vorkommen. Die Rangordnung 
der einfachen Zahlen drückt sich also ganz besonders in der Häufigkeit ihres 
Vorkommens in der Natur aus!. 

Das gibt zumindest schon einen Hinweis auf eine Beziehung zur Harmonik 
bzw. Musiktheorie, wo ebenfalls die Bedeutung eines Intervalls von den einfa- 
cheren zu den komplizierteren Zahlenverhältnissen rasch abnimmt. Dies war 
auch der Grund dafür, daß zunächst das pythagoreische Dreieck 3-4—-5 so 
ausführlich behandelt wurde. 

Abschließend sollen die vielfältigen geometrischen, stereometrischen und 
harmonikalen Beziehungen des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 noch einmal 
in einer übersichtlichen Darstellung (auf Seite 79) zusammengefaßt werden. 
Gerade dieses Dreieck, das sowohl in den alten Kulturen als auch im heutigen 
geometrischen Verständnis einen breiten Raum einnimmt, prägt sich in den 
(kubischen) Kristallkörpern, die hier als „Beispiele aus der Natur‘“ herangezo- 
gen werden, besonders stark aus. 


1) V. Goldschmidt, Ueber Entwickelung der Krystallformen, in: Zeitschrift für Krystallo- 
graphie 28, 1897, 11; ders., Ueber Harmonie und Complication, Berlin 1901, 24. 
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Würfel Pyramidenwürfel Rhombendodekaeder 
ß a 
<T5 a <> ß 
x x 
[hk0] [100] [310] [210] [110] 
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PYTHAGOREISCHE ZAHLEN IM KUBISCHEN KRISTALLSYSTEM 


Pythagoreische Zahlentripel sind gerade wegen der Möglichkeit ihrer harmo- 
nikalen Interpretation von besonderem Interesse. Sie lassen sich über ihre ste- 
reometrische Einordnung am Achsenkreuz sowie über ihre harmonikale Trans- 
formation zur Beschreibung eines Raumes heranziehen, der an andere Kriterien 
gebunden ist, als dies normalerweise beschrieben wird. Dies gilt für alle pytha- 
goreischen Zahlentripel, wie es im bisherigen Teil dieser Abhandlung ausführ- 
lich dargestellt wurde. Es ist deshalb wichtig, den konkreten Nachweis ihres 
strukturellen Vorkommens innerhalb eines abgeschlossenen Kristallsystems zu 
behandeln, da man so am ehesten das harmonikale Prinzip in einem größeren 
Zusammenhang erkennt. 

Das reguläre oder kubische Kristallsystem bietet hierfür die besten Voraus- 
setzungen, da es die strukturell einfachste von insgesamt sieben verschiedenen 
Kristallklassen ist. Nirgendwo lassen sich pythagoreische Zahlen einfacher und 
direkter nachweisen als in diesen regulären Kristallkörpern, die in zahlreichen 
Modifikationen und auch Kombinationen untereinander in der Natur anzutref- 
fen sind. 

Es gibt meines Wissens weder in der kristallographischen noch in der mathe- 
matischen Literatur! eine Untersuchung von Körpern, die das konkrete mor- 
phologische Auftreten pythagoreischer Zahlentripel in einen übergeordneten 
und harmonikalen Zusammenhang bringt. 

So kommt es in diesem Kapitel vor allem darauf an, das strukturelle Vor- 
kommen der pythagoreischen Zahlentripel an den verschiedenen Kristallkör- 
pern des kubischen Systems zu untersuchen. Bei einigen Körpern dieses Sy- 
stems wie z. B. dem Pyramidenwürfel oder dem Pentagondodekaeder sind die 
pythagoreischen Zahlentripel bzw. die ihnen zugeordneten Winkelfunktionen 
leicht zu berechnen. Bei den komplizierter strukturierten Körpern, wie dem He- 
xakistetraeder, dem Hexakisoktaeder, dem tetraedrischen Pentagondodekaeder, 
dem Pentagonikositetraeder und dem Disdodekaeder, sind schon detaillierte Be- 
rechnungen erforderlich, um diese Winkel zu bestimmen. 


1) Vgl. R. Lück, Pythagoreische Zahlen für den dreidimensionalen Raum, in: Physikalische 
Blätter 35, 1979, 72. 
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Eine umfassende harmonikale Interpretation der regulären Kristallkörper 
läßt sich allerdings erst vornehmen, wenn das Auftreten der pythagoreischen 
Zahlen in seiner ganzen Vielfalt untersucht ist. Es ist hier auch nicht möglich, 
das Prinzip der pythagoreischen Zahlen auf weitere Kristallsysteme auszudeh- 
nen, da dies eine kristallographische Spezialisierung zur Folge hätte, die für 
das harmonikale Grundverständnis nicht notwendig ist. 

Im folgenden soll zunächst auf das allgemeine Prinzip des Auftretens der 
pythagoreischen Zahlen eingegangen werden, daran anschließend die detaillier- 
te Beschreibung einzelner Kristallkörper. 

Von den insgesamt 15 verschiedenen Körpern des kubischen Kristallsystems 
treten in den folgenden 9 die pythagoreischen Zahlen in der äußeren Begren- 
zung des Achsenkreuzes direkt über den Begrenzungswinkel a auf: Pyrami- 
denwürfel, Pentagondodekaeder, Pyramidentetraeder, Ikositetraeder, Hexakis- 
tetraeder, Hexakisoktaeder, tetraedrisches Pentagondodekaeder, Disdodekaeder 
und Pentagonikositetraeder. An zwei weiteren Körpern, dem Pyramidenokta- 
eder und dem Deltoiddodekaeder, können die pythagoreischen Zahlentripel 
aus Gründen, auf die noch ausführlich eingegangen werden wird, nicht auftre- 
ten. 

Die restlichen vier Körper, der Würfel, das Oktaeder, das Tetraeder und das 
Rhombendodekaeder, bilden die Grenzkörper der jeweiligen Zonenreihen des 
kubischen Kristallsystems, innerhalb derer die Entwicklung und Differenzie- 
rung der Zwischenkörper erfolgt. Darüber hinaus stellen der Würfel, das Okta- 
eder und das Tetraeder Grundkörper dar, während das Rhombendodekaeder 
sich aus diesen drei Grundkörpern durch die rationale Erweiterung bestimmter 
Achsendiagonalen ableiten läßt. Dieses Prinzip wurde ausführlich am Würfel 
und an der Erweiterung bzw. Verdopplung seines rechtwinkligen Achsenkreu- 
zes erläutert. 
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Grenzkörper 
Würfel Tetraeder Oktaeder Rhombendodekaeder 


Zwischenkörper mit pythagoreischen Zahlen 


Pyramıdenwürfel Pentagondodekaeder 


Ikositetraeder Pyramidertetraeder 


Hexakisoktaeder Disdodekaeder Tetr.Pentagondodekaeder Hexakistetraeder Pentagonikositetraeder 


Zwischenkörper ohne pythagoreische Zahlen 


Pyramidenoktaeder Deltoiddodekaeder 
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Zahlentheoretisch heben sich die vier Grenzkörper Würfel [100], Tetraeder 
[T11], Oktaeder [111] und Rhombendodekaeder [110] allein schon dadurch 
von den anderen ab, daß in ihren Kristallindizes nur die Zahl Eins enthalten ist. 


AS 
ve an a 
/ i x 


[100] 


Warum die pythagoreischen Zahlendreiecke in den vier Grenzkörpern Wür- 
fel, Tetraeder, Oktaeder und Rhombendodekaeder nicht auftreten können, hat 
noch einen sehr einfachen geometrischen Grund. Diese vier Körper zeichnen 
sich dadurch aus, daß sie innerhalb des orthogonalen Achsenkreuzes im Schnitt 
durch die Achsenebene ein Quadrat bilden. Der äußere Begrenzungswinkel be- 
trägt beim Würfel 180° und bei den drei anderen Endkörpern einer Zonenreihe: 
Tetraeder, Oktaeder und Rhombendodekaeder, jeweils 90°. 


Würfel > 2 Tetraeder, Oktaeder, 
Rhombendodekaeder 
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Auf die beiden Grenzwinkel von 180° und 90° wurde bei der Darstellung 
der Zonenreihe vom Würfel zum Rhombendodekaeder schon ausführlich ein- 
gegangen. Der rechte Winkel am Oktaeder ergibt sich an den beiden gegenüber- 
liegenden Kanten, die eine Oktaederspitze bilden. Am Tetraeder den rechten 
Winkel zu erkennen, macht dagegen zunächst einige Schwierigkeiten. In den 
mathematischen Tabellenwerken wird er in der Regel nicht erwähnt. Kristallo- 
graphisch ordnet man in das Tetraeder genau wie in alle anderen kubischen 
Körper das rechtwinklige Achsenkreuz ein, wobei sich der Begrenzungswinkel 
von 90° ergibt. Verbindet man die jeweiligen Mittelpunkte der Tetraederkan- 
ten, bilden sie ein Quadrat in der Achsenebene. 


Die Formen [111]und [111] des Tetraeders und ihre Beziehung zum Oktaeder 


Man kann sich zum besseren geometrischen Verständnis den Zusammenhang 
von rechtem Winkel am Tetraeder und Achsenkreuz dadurch verdeutlichen, 
daß man sich das Oktaeder im Tetraeder vorstellt, da beide das gleiche Quadrat 
als Begrenzung der Achsenebene haben. Das Tetraeder wird kristallographisch 
mit dem Kristallindex [T11] und das Oktaeder mit [111] gekennzeichnet, da 
sie in einer sich gegenseitig bedingenden Beziehung stehen, was die Projektion 
ihrer Flächen auf das Achsenkreuz betrifft (s. die obige Abbildung). 

Der Würfel nimmt unter den vier Grenzkörpern eine Sonderstellung ein: 

1) Er ist der einzige Körper, der sich kristallographisch mit einer einzigen 
Zahl beschreiben läßt: [100]. Die Null zählt hier nicht als Zahl. 

2) Der Begrenzungswinkel in der Ebene des Koordinatensystems ist beim 
Würfel gleich 180°. 

3) Der Würfel ist der einzige Grenzkörper, von dem aus in allen Zonenreihen 
über die Winkelfunktionen direkt pythagoreische Zahlentripel auftreten kön- 
nen. 

Durch die Erweiterung seines Achsenkreuzes, die maximal bis zur Verdopp- 
lung möglich ist, können nun alle vier Grenzkörper: Würfel, Tetraeder, Okta- 
eder und Rhombendodekaeder, in Beziehung zueinander gebracht werden. 
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Rhomben- 
dodekaeder 


Oktaeder %% [no] Tetraeder 


[Mt] [m] 


Würfel Zonenreihe 
—— mi 
Schnitt durch pythagoreische 
die Achsenebene Zahlen 
-—--— ohne 


[100] 


Der Oktavenraum, wie er bisher nur in der Zonenreihe von Würfel — Pyra- 
midenwürfel — Rhombendodekaeder beschrieben wurde, läßt sich nun auf alle 
kristallinen Körperformen des kubischen Systems erweitern. Er stellt ein denk- 
bar einfaches stereometrisches Gestaltungsprinzip dar, das allerdings erst durch 
die Bildung der kristallinen Zwischenkörper in den verschiedenen Zonenreihen 
richtig zur Geltung kommt. Die Gleichsetzung des Oktavenraums mit dem har- 
monikalen Raum hat hier ihren stereometrischen und harmonikalen Hinter- 
grund. Das besondere Merkmal des harmonikalen Raumes ist demnach, daß er 
in den Körpern des kubischen Kristallsystems über den Oktavenraum nicht 
hinausgeht und dennoch vollkommen verschiedene morphologische Gestalten 
annehmen kann, die sich alle auf die drei Grundkörper Würfel, Tetraeder und 
Oktaeder zurückführen lassen. 
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Schnitt durch die Achsenebene in einem harmonikalen Vergleich 


Y [110] Rhombendodekaeder 
[111] Oktaeder, Tetraeder 

1 [100] Würfel 

% 

Yı 


Die pythagoreischen Zahlentripel haben nun in der Erweiterung bzw. Ver- 
kleinerung der Diagonalen in den Grenzkörpern ihren stereometrischen Hinter- 
grund. 


Die Vielzahl der Diagonalen in den abgebildeten Grundkörpern Würfel, Te- 
traeder und Oktaeder gibt ein ungefähres Bild der Möglichkeiten, die sich aus 
ihrer Veränderung ergeben und die über bestimmte strukturelle Gesetzmäßig- 
keiten zu neuen Körpern führen. Alle Erweiterungen stehen in einem rationa- 
len Verhältnis von relativ niedrigen Zahlen zum Grundkörper. Es läßt sich zei- 
gen, daß sich die verschiedenen rationalen Zahlenverhältnisse, die aus der Er- 
weiterung der entsprechenden Diagonalen entstehen, alle harmonikal auf das 
rechtwinklige Achsenkreuz beziehen lassen. Gerade deshalb ist es wichtig, ein 
gemeinsames Merkmal, wie es die pythagoreischen Zahlen darstellen, als ver- 
bindendes harmonikales Strukturelement herauszustellen. 

Das stereometrische Prinzip der pythagoreischen Zahlen in den Winkelfunk- 
tionen der neun Kristallkörper (siehe die Tabelle auf Seite 83), an denen diese 
nachgewiesen werden können, läßt sich auf das folgende Grundschema zurück- 
führen: 
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h?-k? 
a vosa = har 
pythagoreische Zahlen: 
h h 
h?-k? a 
2hk b 
h?+k? c 


Dieses Grundprinzip wird in den einzelnen Kristallkörpern noch durch wei- 
tere Diagonalen ergänzt und führt so zu dem Phänomen, daß Kristallkörper 
einen vollkommen verschiedenen äußeren Habitus haben können und dennoch 
kristallographisch mit den gleichen Indizes beschrieben werden. Über die Win- 
kelfunktionen der Begrenzungswinkel können diese Körper den entsprechen- 
den pythagoreischen Zahlendreiecken zugeordnet werden. 


Beispiel: Kristallindex [321] 


ZI Te 
BSIO 


I 
Pentagon- : ; Tetr. Pentagon- 
Besirerincder Disdodekaeder Hexakistetraeder daadkanier 


Hexakisoktaeder 


Obwohl diese fünf Kristallkörper äußerlich grundverschieden sind, haben sie 
doch den gleichen Begrenzungswinkel in der Ebene des Achsenkreuzes: 


[321] 5.1120 37.1273 1 
cosa=5/13 5 
12 
Diese Ebene kann mit der jeweiligen Kante des Kristallkörpers zusammenfallen, 
wie dies beim Ikositetraeder, beim Hexakisoktaeder und beim Disdodekaeder 
der Fall ist, und ist dadurch deutlich gekennzeichnet. Sie kann aber auch in- 
nerhalb einer Fläche liegen und ist so nicht unmittelbar zu erkennen. Am Bei- 
spiel des 90°-Winkels am Tetraeder wurde auf diese Schwierigkeit schon hinge- 
wiesen. Man hilft sich hier am besten dadurch, daß man die verschiedenen Kri- 
stallkörper als Modelle konstruiert, da dies am leichtesten zu einem stereome- 
trischen und harmonikalen Verständnis führt. 
Um diesen schwierigen Zusammenhang zu vereinfachen, werden nur die 
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wichtigsten Körper des kubischen Kristallsystems ausführlicher behandelt, da 
sich über die gleichen Kristallindizes die Winkelbeziehungen der pythagore- 
ischen Dreiecke auch auf die weiteren Körper ausdehnen lassen. Weiterführen- 
de Literatur über die Morphologie dieser Kristallkörper, in der die vielfältigen 
Winkelbeziehungen einzelner Körper mit den wichtigsten in der Natur vorkom- 
menden Kristallindizes teilweise schon berechnet vorliegen, vermittelt das Li- 
teraturverzeichnis am Ende des Buches. Verwiesen sei insbesondere auf die Ar- 
beiten von HAUY, WEISS, ROSE, MILLER und LIEBISCH. 

Zwischen den Grenzkörpern Würfel und Rhombendodekaeder gibt es außer 
der schon ausführlich beschriebenen Reihe der kristallinen Pyramidenwürfel 
noch eine zweite Zonenreihe, in der es zur Ausbildung symmetrischer Penta- 
gondodekaeder kommt. 


Die verschiedenen kristallinen Pentagondodekaeder unterscheiden sich von der 
regelmäßigen Form dadurch, daß ihre symmetrischen Fünfecke aus vier glei- 
chen und einer längeren oder kürzeren Seite bestehen, wie dies aus den Bei- 
spielen der obigen Abbildung ersichtlich ist. Es gibt also, analog zu den Pyra- 
midenwürfeln, flache, mittlere und steile Formen, die sich auf dem Würfel als 
Grundkörper aufbauen. 

Der Pyramidenwürfel und das Pentagondodekaeder sind in der kristallogra- 
phischen Bezeichnung über die Millerschen Kristallindizes identisch, da zwei 
Pentagondodekaeder in einer korrelaten Beziehung zu einem Pyramidenwürfel 
stehen (Abbildung auf Seite 90). 
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Das Pentagondodekaeder [210] (positiv) und [120] (negativ) 
und ihre Beziehung zum Pyramidenwürfel [210]' 


Entsprechend ist auch ihre Winkelbegrenzung am Achsenkreuz gleich. Sie 
wird gebildet durch den Winkel a zweier benachbarter Flächen über der länge- 
ren oder kürzeren Kante, die parallel zur Würfelkante liegt. Dieser Begrenzungs- 
winkel kann bei jedem Pentagondodekaeder [hk0] einem pythagoreischen 
Dreieck zugeordnet werden. Auch gibt es grundsätzlich zwei verschiedene Pen- 
tagondodekaeder, die sich in ihrem Begrenzungswinkel a komplementär ergän- 
zen, wie dies analog bei den Pyramidenwürfeln ausführlich dargestellt wurde. 

Den stereometrischen Zusammenhang zwischen Pyramidenwürfel [210] und 
Pentagondodekaeder [210] kann man auch über den Schnitt durch die Achsen- 
ebene herstellen?. 


Der Begrenzungswinkel a in der Ebene des Achsenkreuzes ist somit in bei- 
den Körpern mit dem gleichen Kristallindex identisch. Der komplementäre 
Winkel ß am Pyramidenwürfel [210] tritt jedoch am Pentagondodekaeder 
[210] nicht mehr auf. Statt dessen kommt der Winkel y neu hinzu. Der letzte- 
re tritt an der Spitze einer symmetrischen Fünfeckfläche und der anschließen- 
den Kante, die der Würfelkante parallel liegt, auf. 


1) Abbildung nach Ramdohr/Strunz, 39, 
2) Abbildung nach M. Brückner. 
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Schnitt durch die Achsenebene 
am [210] Pentagondodekaeder 
mit den Winkeln a, Y, ö 


Am Beispiel des wichtigsten Pentagondodekaeders [210] sind es die beiden 
folgenden Winkel, die in seiner äußeren Begrenzung der Achsenebene auftreten: 


1) 21210] ” 120-5712, cosa = -3/5 3 
2) ara? 116°33’54” cosy.=  -1W5 a 
IE Y32® 0 


Außerdem gibt es noch einen dritten äußeren Winkel am Pentagondodekaeder 
[210], der sich jeweils über den vier gleich langen Kanten des symmetrischen 
Fünfecks ergibt. 


1210] = 113034’41” cosö = -2/5 2—-/21-5 


Da dieser Winkel jedoch nicht in der Ebene des rechtwinkligen Achsenkreuzes 
liegt, kann er hier unberücksichtigt bleiben. 

Von den drei verschiedenen Körperwinkeln eines kristallinen Pentagondode- 
kaeders ist nur der Begrenzungswinkel a wegen seiner harmonikalen Einord- 
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nung am Achsenkreuz von Bedeutung und führt über die entsprechenden Win- 
kelfunktionen direkt zu den pythagoreischen Zahlen. 

Der Winkel y hat dagegen eine andere interessante Funktion, indem er 
grundsätzlich einem rechtwinkligen Dreieck zugeordnet werden kann, das in 
den Katheten die Zahlen h und k der Kristallindizes enthält. 


Pentagon- 2 pythag. Ä rechtwinkliges 
dodekaeder area inkele Dreieck Winke/r Dreieck 

+ h?—-k? == 2+xk2 
[hk0] h/k cos, = Nr a—b-c tgy=h/k h-k-Yh’+ 
Beispiele: 
[210] 2/1 eos,.=3/3 3—4—5 tgy=2/1 2-15 
[310] 3/1 cos, = 4/5 8-6-10 tgy=3/1 3-1-VI0 
[320] 3/2 cos = Sl ES 2 ee 3-2-13 
[530] 5/3 608 4= 8/1, 141623034 Hey=5ß 5-3—/34 
regelm. P.- rechtw. 
dodekaeder Dreieck 


(yzrm20] WDR VS 1% ty = 


= 1,618.../1 tg, = 2/1 


Zum Vergleich sind auch die Zahlen des regelmäßigen Pentagondodekae- 
ders mit aufgeführt, um den zahlentheoretischen Unterschied zu demonstrie- 
ren. Sie müssen jedoch im folgenden noch näher erläutert werden. 

Auf das rechtwinklige Koordinatensystem bezogen läßt sich das Verhält- 
nis der Achsenabschnitte von Pentagondodekaeder und eingeschriebenem 
Würfel ebenfalls in die entsprechende harmonikale Beziehung eines Intervalls 
bringen, die sich direkt aus dem Zahlenwert des Kristallindexes ableiten läßt. 


Kristallindex Intervall 


h+tk 
[hkO] h 
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Die verschiedenen kristallinen Pentagondodekaeder bilden zwischen dem 
Würfel und dem Rhombendodekaeder eine Zonen- und Oktavenreihe mit dem 
gleichen stereometrischen und harmonikalen Hintergrund wie die Pyramiden- 
würfel. Die beiden strukturell einfachsten kristallinen Pentagondodekaeder 
[210] und [310] lassen sich ebenfalls dem ersten pythagoreischen Dreieck 
3—4-5 und harmonikal den beiden wichtigsten Intervallen im Oktavenraum, 
Quinte und Quarte, zuordnen. 

Die komplementäre Beziehung zweier bestimmter Pentagondodekaeder, die 
sich stereometrisch in ihrem Begrenzungswinkel a über ein pythagoreisches 
Dreieck und harmonikal in den entsprechenden Intervallen zur Oktave ergän- 
zen, ist auch in dieser Zonenreihe ein allgemeingültiges Prinzip: 


Beispiel: 

wa Würfel < —————— Pentagondodekaeder — nen 
Zonenreihe: [100] .... [s10][410][310] > [210][530][320] .... [110] 
Winkel- 2,3 RENATT 
funktion cosa: EI FE PPO Re 

L 34-5 Be 

8-15—17 

5—-12—13 

3 
Oktavenreihe: 1/1 .... 6/5 5/4 4/3 3,0. BiSesiassea. «2/1 


Der Kreuzungspunkt x; dieser Zonenreihe wird durch ein Pentagondode- 
kaeder gekennzeichnet, dessen Begrenzungswinkel am Achsenkreuz 135%@5°) 
beträgt. Der Schnitt durch die Achsenebene eines solchen Pentagondodekae- 
ders bildet kein regelmäßiges Achteck, wie dies beim entsprechenden Pyrami- 
denwürfel der Fall war, sondern ein symmetrisches Sechseck. Das rechtwinkli- 
ge Achsenkreuz wird in beiden Fällen durch den eingeschriebenen Würfel irra- 
tional geteilt. 


a = 135° (45°) 


tg a=-10) 
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Damit wird klar, daß auch dieses Pentagondodekaeder kristallin nicht auf- 
treten kann. Harmonikal stellt es das geometrische Mittel „/2 der Oktavenreihe 
dar und bildet so den Kreuzungspunkt zweier komplementärer Intervalle, die 
dem gleichen pythagoreischen Dreieck zugeordnet sind. 

Das Pentagondodekaeder [210] bildet mit dem Oktaeder [111] einen Kom- 
binationskörper, den man als die kristalline Variante des Ikosaeders bezeich- 
net. Hier liegt eine gegenseitige Durchdringung zweier einzelner Kristallkörper 
[210] und [111] vor, die zur Kombinationsform (210)(111) führt. Das kristal- 
line Ikosaeder besteht im Gegensatz zur regelmäßigen Form nicht aus 20 gleich- 
seitigen Dreiecken, sondern ist aus 12 gleichschenkligen Dreiecken (210) und 
aus 8 gleichseitigen Dreiecken (111) aufgebaut!. 


BEE 
Pentagondodekaeder Ikosaeder Oktaeder 
[210] (210)(111) IRBIS| 


Die Winkel, die sich bei den kristallinen Formen von Pentagondodekaeder 
[210] und Ikosaeder (210)(111) an der Begrenzung des Achsenkreuzes ergeben, 
haben den gleichen Zahlenwert und im pythagoreischen Dreieck 3—4—5 ihre 
stereometrische Entsprechung. 


= 126°52 12° cos, = 35) warden 


Die verschiedenen Formen von (210)-Flächen, wie sie am Pyramidenwürfel 
[210], am Pentagondodekaeder [210] und am kristallinen Ikosaeder (210)(111) 
vorliegen, stehen in direkter geometrischer Beziehung zueinander. 


1) Abbildung nach Ramdohr/Strunz, 35.39.439. 
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(210)-Fläche am (210)-Fläche am (210)-Fläche am 
Pentagondodekaeder „Ikosaeder“ Pyramidenwürfel 
a = 102°36’16” a = 65°54’19” a=48°11’23” 
tga = -2/5 cosa = 14/6 cosa = 2/3 

y= 121°35°177 y=48°11’23” y = 83037’14” 
cosy=-11/21 cosy = 2/3 cosy = 1/9 


Die verschiedenen (210)-Flächen in ihrem 
geometrischen Zusammenhang 


Vergleicht man das symmetrische Fünfeck des kristallinen Pentagondodeka- 
eders, hier am Beispiel der Fünfeckfläche (210), mit dem gleichseitigen Fünf- 
eck des regelmäßigen Pentagondodekaeders, erkennt man, daß in den Kanten 
und Winkelfunktionen zwei völlig verschiedene Arten von irrationalen Zahlen 
auftreten. 


gleichseitiges Fünfeck: 


a = 108° cosa = -I/W/5+l) 
RZ 212 cosß, = 1/(V5+1) 
B,.= 368 cosß, 1/ 5-1) 
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Die Irrationalität am gleichseitigen Fünfeck ist ein zusammengesetztes Zah- 
lenverhältnis Q/5 + 1):2 und führt zur stetigen Teilung bzw. zum Goldenen 
Schnitt. Der Goldene Schnitt bedeutet: Eine Strecke heißt stetig oder nach 
dem Goldenen Schnitt geteilt, wenn sich die ganze Strecke AB zum größeren 
Abschnitt BC so verhält wie dieser zum kleineren Abschnitt AC. 


ABTBE EN SEEIEme 
TION: ee 1,618033989 


a = -tg2 = 116033’54” 


Der Goldene Schnitt hat seinen Ursprung im rechtwinkligen Dreieck 1—2— 
5. Der Außenwinkel a dieses Dreiecks ist identisch mit dem Begrenzungs- 
winkel des regelmäßigen Pentagondodekaeders am Achsenkreuz. Darüber hin- 
aus tritt er an diesem Körper auch an den anderen Kanten zweier benachbar- 
ter Flächen auf, die jedoch nicht in der Achsenebene liegen. Wird nun das 
rechtwinklige Achsenkreuz des regelmäßigen Pentagondodekaeders nach dem 
Goldenen Schnitt geteilt, bildet der Würfel den größeren Abschnitt auf dem 
Achsenkreuz und die irrationale Erweiterung den kleineren Abschnitt. 


regelmäßiges Schnitt durch die 
Pentagondodekaeder Achsenebene 
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Das Auftreten des irrationalen Zahlenverhältnisses des Goldenen Schnitts 


1 + 0,6180339, .... 
l 


‚am Achsenkreuz des regelmäßigen Pentagondodekaeders ist die Ursache, daß 
dieses als Kristall nicht auftreten kann. Entsprechend ist auch der Begrenzungs- 
winkel a keinem rationalen rechtwinkligen Dreieck zuzuordnen. Demgegen- 
über haben alle symmetrischen Varianten der kristallinen Pentagondodekaeder 
ein rationales Teilungsverhältnis am Achsenkreuz und der Begrenzungswinkel a 
geht in seiner Winkelfunktion auf ein pythagoreisches Dreieck zurück. 

In der äußeren Begrenzung des regelmäßigen Pentagondodekaeders treten 
nur zwei Winkelgrößen auf: 

1) Der Winkel a, der dem rechtwinkligen Dreieck 1-2-5 zugeordnet wird 
und jeweils über zwei benachbarten Flächen zu finden ist. 


= 1,6180339 ... 


(0% 
a, 11623354 
\ 3 
cosa = E oder tga = -2 
v5 . ; 


Er ist außerdem mit dem Begrenzungswinkel a des Achsenkreuzes zahlengleich. 

2) Der Winkel y, der sich an der Spitze einer regelmäßigen Fünfeckfläche und 
der anschließenden Kante zweier weiterer Fünfecke bildet. Im Schnitt der Ach- 
senebene ist er jeweils dem Begrenzungswinkel benachbart. Der Winkel y ent- 
spricht dem rechtwinkligen Dreieck 1—-1,618...—/3,618.... 


und %0, 
kan —— EL ’ g, 


y:=.121°43’3” 
v5 +1 

In diesem rechtwinkligen Dreieck bilden die Zahlen des Goldenen Schnitts 
eine stereometrische Winkelfunktion am Körper, während sie sich in den Win- 
keln 36°, 72° und 108° nur in der zweidimensionalen Form der regelmäßigen 
Fünfeckfläche ergeben. 

Die Irrationalität der Achsenabschnitte am regelmäßigen Pentagondodeka- 
eder führt zwangsläufig auch zu irrationalen Indizes, wenn man eine den Kri- 


stallindizes entsprechende Form der Darstellung wählt (siehe Seite 92). 
[v5 + 1)20] [1,618...10] 


oder we 0] = [10,618...0] 


Il 
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Nachdem der strukturelle Unterschied des kristallinen und des regelmäßigen 
Pentagondodekaeders in ihrer rationalen bzw. irrationalen Beziehung zum recht- 
winkligen Achsenkreuz behandelt wurde, stellt sich die Frage nach einem über- 
geordneten mathematischen Zusammenhang zwischen diesen Körpern. 

Es gibt am regelmäßigen Pentagondodekaeder und am ersten und wichtigsten 
kristallinen Pentagondodekaeder [210] eine wesentliche strukturelle Gemein- 
samkeit. Es ist das Auftreten des gleichen Winkels von 116°33’ 54” (tg = -2) 
an verschiedenen Stellen der beiden ähnlichen Körper. 


Schnitt durch die Achsenebene Schnitt durch die Achsenebene 
regelmäßiges Pentagondodekaeder kristallines Pentagondodekaeder [210] 


Dieser Winkel ist in beiden Fällen dem rechtwinkligen Dreieck 1-2-/5 zu- 


geordnet: 
U=y 
ee: 
2 


regelmäßiges I kristallines 


= 0 ’ 2} 
Pentagondodekaeder Pentagondodekaeder [210] mean: 


Er ist einerseits der entscheidende Winkel am regelmäßigen Pentagondodeka- 
eder, da er hier 30mal über allen Kanten zweier benachbarter Fünfecke auftritt, 
und bildet über das rechtwinklige Dreieck die Grundlage des Goldenen Schnitts 
zur geometrischen Konstruktion des regelmäßigen Fünfecks und Zehnecks. An- 
dererseits tritt die gleiche Winkelgröße am [210]-Pentagondodekaeder auf, aber 
auch in den Kombinationen des Pentagondodekaeders [210] mit dem Würfel 
[100] und überall dort, wo (210)- und (100)-Flächen sich gegenseitig abgren- 
zen. 
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Beispiele für Pyrit und Cobaltit!: 


Pyrit Pyrit Cobaltit Cobaltit 
[210] (210)(100) (111)(100)(210) (100)(210)(110) 


Dieser Winkel von 116°33’54”, der am regelmäßigen Pentagondodekaeder 
die Ursache dafür ist, daß dieser Körper als Kristall nicht auftreten kann, kann den- 
noch am kristallinen Pentagondodekaeder [210] vorkommen, da er hier nicht 
die Begrenzung des Achsenkreuzes bildet. Am regelmäßigen Pentagondodeka- 
eder führt dieser Winkel, wie dies ausführlich dargestellt wurde, zu irratio- 
nalen Verhältnissen am Achsenkreuz. Der gleiche Winkel y am kristallinen 
Pentagondodekaeder [210]und an dessen Kombinationen mit dem Würfel [100] 
ist jedoch sekundärer Art, da der eigentliche Begrenzungswinkel a einem py- 
thagoreischen Dreieck zugeordnet werden kann und somit auch zu ratio- 
nalen Verhältnissen am Achsenkreuz führt. Entscheidend für die harmonika- 
le Bewertung eines Winkels (und des entsprechenden rechtwinkligen Dreiecks) 
ist seine Einordnung am rechtwinkligen Achsenkreuz des zugrundeliegenden 
Kristallkörpers. 

Es kann hier nicht auf alle Zusammenhänge in den regelmäßigen und kristal- 
linen Formen des Pentagondodekaeders und des Ikosaeders eingegangen wer- 
den. So kam es hier vor allem darauf an, das Wesentliche an diesen Körpern 
herauszustellen. Es mußten deshalb auch das regelmäßige Pentagondodekaeder 
und der Goldene Schnitt in die Thematik der pythagoreischen Zahlen im kubi- 
schen Kristallsystem miteinbezogen werden. Gerade wegen der großen Ähnlich- 
keit im Aussehen der regelmäßigen und der kristallinen [210] Formen des Pen- 
tagondodekaeders, aber auch des Ikosaeders, schien dies erforderlich. 

Es war Rene&-Juste HAUY, der 1785 auf den strukturellen Unterschied der 
regelmäßigen und kristallinen Formen von Pentagondodekaeder und Ikosaeder 
am Beispiel des in der Natur häufig vorkommenden Pyrits oder Schwefelkieses 
hinwies. Er berechnete die verschiedenen Körper- und Flächenwinkel sowohl 
für das kristalline Pentagondodekaeder als auch für das kristalline Ikosaeder. 
Auf seine Veröffentlichungen und Bücher wird deshalb besonders hingewiesen, 
da es heute kaum ein Buch gibt, das so detailliert auf den morphologischen Un- 
terschied der mathematisch-regelmäßigen und der kristallinen Formen des 
Pentagondodekaeders und Ikosaeders eingeht. Es bedeutete damals einen we- 


1) Abbildungen nach Ramdohr/Strunz, 39. 455. 460. 


100 


sentlichen Fortschritt im Verständnis dieser Körper, daß Haüy erkannte, daß 
die in der Natur vorkommenden Platonischen Körper nur in den Grundkörpern 
Würfel, Tetraeder und Oktaeder dieser platonischen Idee entsprachen, während 
das regelmäßige Pentagondodekaeder und Ikosaeder in der Kristallwelt nicht 
auftreten können, sondern nur ihre rationalen Varianten. 


ne 


Pentagon- 


Platonische En 


Ikosaeder 


dodekaeder 


Tetraeder Würfel Oktaeder 8 ey 


keines 


Die wichtigsten Winkel sowie die ihnen entsprechenden rechtwinkligen bzw. 
pythagoreischen Dreiecke an den verschiedenen Formen der Platonischen Kör- 
per werden zur besseren Übersicht noch einmal zusammengefaßt. Die Bedeu- 
tung der einfachen rationalen Zahlen in den Winkelfunktionen der entspre- 
chenden rechtwinkligen Dreiecke kommt so am besten zur Geltung. 


Winkel zwischen Winkel- rechtwinkliges Begrenzungswinkel a 
2 Flächen funktion Dreieck des Achsenkreuzes 
Würfel 90° sin=1 _ 180° 
Tetraeder 70°031°4” cos=1/3 1-2/2-3 90° 
Oktaeder 109928’16” cos=-1/3 1-2/2-3 90° 
regelmäßiges alas er = dansnasa 
he 138° 11’23 sin=-2/3 2-/5-3 138201523 


regelmäßiges Pen- | 5033754» 1g=.9 1.9.75 "116033754" 


togondodekaeder 
(210)—-(210) pythagoreisches 
Dreieck 
kristallines Ikosa- en I oma 
dran en ne 126° 52°12 


krist. Pentagondo- _ 59:17» 2 Baar 
dekaeder [210] cos=-3/5 34-5 126° 52°12 
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Von den verschiedenen kristallinen Formen der Platonischen Körper treten 
beim Pyrit der Würfel, das Oktaeder, das Ikosaeder und das Pentagondodeka- 
eder als Einzelkristalle von teilweise beträchtlicher Größe auf. Schöne Pyrite 
findet man besonders im Mittelmeerraum. Es sind hier vor allem die Fundorte 
Brasso, Traversella (beide im Piemont), die Toskana sowie die Insel Elba in Ita- 
lien, Kassandra auf Chalkidike in Griechenland sowie Fundstellen in Nordspa- 
nien und in der Türkei zu nennen. Beim Fluorit findet man häufig den Würfel 
und das Oktaeder, seltener den Pyramidenwürfel. Das Tetraeder trifft man am 
ehesten bei der Zinkblende und beim Tetraedrit an, einem Mineral, das unter 
die Gruppe der Fahlerze fällt. Als Beispiel für das Rhombendodekaeder und das 
Ikositetraeder wäre insbesondere der Granat zu erwähnen, der in dieser Kristall- 
form ausgesprochen häufig ist und als Halbedelstein sehr geschätzt wird. 

Die Zahl der Mineralien, in denen die kristallinen Grundkörper auftreten, ist 
natürlich wesentlich größer und keineswegs auf Pyrit, Fluorit, Zinkblende oder 
Tetraedrit beschränkt. Es kommt hier nur darauf an, einige typische Vertreter 
aus der Vielzahl der Möglichkeiten hervorzuheben, um eine bestimmte Körper- 
form bei einem der bekannteren Mineralien zu finden. Außerdem lassen sich 
die einzelnen kristallinen Platonischen Körper: Würfel, Oktaeder, Tetraeder, 
Pentagondodekaeder und Ikosaeder auch durch Kristallzüchtung von bestimm- 
ten chemischen Verbindungen wie (K-, Cs-; Cr-, Al-)Alaunen, Natriumchlorat, 
Natriumchlorid u. a. herstellen, wobei allerdings auf die spezielle Fachliteratur 
hingewiesen werden muß. 

Bei den Kristallen gilt in den Indizes allgemein das Prinzip der Rationalität 
der Zahlen. Dies ist bekanntlich die eigentliche Ursache, daß das regelmäßige 
Ikosaeder und Pentagondodekaeder kristallin nicht auftreten können. Ist nun 
dieses Prinzip der Rationalität der Zahlen in der Natur auf den anorganischen 
Bereich der Kristalle beschränkt? Es gibt in der Natur verschiedene Baufor- 
men von Radiolarien und Viren!, die in ihrem Aussehen den regelmäßigen For- 
men der Platonischen Körper ähnlich sind. Besonders das Ikosaeder ist in den 
Viren sehr häufig anzutreffen. Zahlreiche Virenarten lassen sich auf diesen iko- 
saedrischen Grundkörper zurückführen?. Eine exakte Bestimmung ihrer mathe- 
matischen Größen ist jedoch schon wegen der Kleinheit dieser Körper nicht 
möglich. Allgemein geht man davon aus, daß in diesen nicht-kristallinen Kör- 
pern, den Viren und Radiolarien u. ä., das Ikosaeder und Pentagondodekaeder 
als regelmäßige Form mit einer fünfzähligen Achse? auftreten. An der Irrationa- 
lität von Ikosaeder und Pentagondodekaeder ändert sich damit nichts. Hier 
stellt sich eindeutig die Frage, ob die Natur das rationale und harmonikale 
Prinzip nur in den kristallinen Körpern zur Geltung kommen läßt, in den bio- 


1) Abbildung im Anhang auf Seite 234. 
2) Römpps, Chemie-Lexikon, Stuttgart 19777, 3820. 
3) S. Haussühl, Kristallgeometrie, Weinheim 1977, 73. 83. 
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logischen Strukturkörpern wie Viren und Radiolarien dagegen das irrationale 
Prinzip der regelmäßigen Formen. Es würde vom harmonikalen Standpunkt 
einen absoluten Widerspruch darstellen, die Natur in einen rationalen (anorga- 
nisch-kristallinen) und einen irrationalen (organisch-biologischen) Bereich auf- 
zuteilen. Gilt das harmonikale Gestaltungsprinzip allgemein in den Körpern, 
muß es auch Bestandteilder ganzen Natur sein und läßt sich nicht auf den 
engen Bereich der Kristalle beschränken. Die Beantwortung einer solchen Fra- 
ge geht in ihrer grundsätzlichen Bedeutung über das hier gestellte Thema hin- 
aus und läßt sich allenfalls über die pythagoreischen Zahlen als mathematisches 
Bindeglied aller schwingenden Vorgänge einer harmonikalen Lösung näherbrin- 
gen. 


Es wurden bisher die relativ einfach strukturierten Kristallkörper Pyrami- 
denwürfel und Pentagondodekaeder sehr ausführlich behandelt, da sich an ih- 
nen das harmonikale und komplementäre Strukturprinzip im Zusammenhang 
mit den pythagoreischen Zahlentripeln und den Zahlenpaaren auf einfache 
Weise darstellen ließ. Die harmonikale Interpretation dieser Körper wurde vor 
allem dadurch erleichtert, daß in den Zahlen der Kristallindizes nur zwei Vari- 
ablen, h und k, auftraten und die dritte (null) unverändert blieb. 


[hk0] z.B. [210], [310], [320], [430] usw. 


In den bisher nicht beschriebenen Körpern des kubischen Kristallsystems tritt 
zusätzlich eine neue Zahlenkomponente | in den Kristallindizes auf, die damit 
zu einer weiteren Differenzierung der Kristallkörper des kubischen Systems 
führt (siehe die Anmerkung auf Seite 120). 


[hkl] z.B. [211], [311], [332], [543] usw. 


Die neu hinzugekommenen Kristallkörper lassen sich in drei Gruppen einord- 
nen: 


h>k=1 Ikositetraeder, Pyramidentetraeder 
[hk1] h=k>]1 Pyramidenoktaeder, Deltoiddodekaeder 


HR] Hexakisoktaeder, Disdodekaeder, tetraedrisches 
Pentagondodekaeder, Hexakistetraeder, Penta- 
gonikositetraeder 


Von diesen neun Körpern werden hier nur das Ikositetraeder, das Pyramiden- 
oktaeder, das Hexakisoktaeder und das Disdodekaeder ausführlicher behandelt. 
Diese vier Körper zeichnen sich gegenüber den anderen fünf dadurch aus, daß 
der Schnitt durch die Achsenebene eine Kante bildet, was gerade für das an- 
schauliche Verständnis eine große Erleichterung darstellt. 
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Ikositetraeder [hkl] h>k=| 
(= 20 + 4 Flächner) z.B. [211], [311], [322] usw. 


Die Ikositetraeder haben 24 Flächen, 48 Kanten und 26 Ecken!. Die Flächen 
bilden ein Deltoid oder Trapezoid. 


(211) 


Am einfachsten und häufigsten ist das Ikositetraeder [211], an dem das pytha- 
goreische Dreieck 3-4—5 direkt nachgewiesen werden kann. Dieser Körper 
kommt in der vollflächigen Form relativ häufig als Granat vor. Die höheren 
Kristallindizes treten nur in Kombination mit anderen Kristallkörpern auf. Sie 
finden sich bei zahlreichen Mineralien wie Bleiglanz, Spinell, Flußspat, Magne- 
tit u.a. 

Die Winkelangaben’? für die Ikositetraeder [211] und [311] betragen: 


Neigung der Flächen 


in den Kanten D: in den Kanten F: 
[211] 131949’ cos=-2/3 146027’ cos = -5/6 
[311] 144° 54’ cos=-9/11 129931’ cos=-7/11 
Neigung zweier in einer Oktaederecke gegenüberliegenden 
Flächen Kanten 
[211] 109028’ cos=-1/3 126052’ cos=-3/5 al 
[311] 129751 cos=-7/11 143° 8’ cos=-4/5 


Von den verschiedenen hier angegebenenWinkeln sind die letzteren am in- 
teressantesten, da sie die Begrenzung des Achsenkreuzes bilden. Auf die be- 


1) Abbildung nach Brückner. 
2) Das Kristallmodellnetz für diesen Körper ist ebenfalls im Anhang beigefügt. 
3) G. Rose, Elemente der Kristallographie, Berlin 19382, 23: 
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merkenswerte Eigenschaft, daß die beiden Winkel 126°52’ und 143° 8’ der Iko- 
sitetraeder [211] und [311] sich komplementär zu 270°, der Summe je zweier 
anschließender Winkel in jedem symmetrischen Achteck, ergänzen, wurde von 
SADEBECK! hingewiesen. 


11] [311] 
cosa = -3/5 cosa = -4/5 
cosß = -4/5 cosß = -3/5 
3—4-5 


Das komplementäre Prinzip läßt sich auf alle Ikositetraeder mit höheren 
Kristallindizes ausdehnen und führt zu den entsprechenden höheren pythago- 
reischen Zahlen: 


[322] [511] re SIE: 
[411] [533] LE 
- [433] [711] 71-2425 


Der Schnitt durch die Achsenebene ist identisch mit dem der Pyramidenwürfel, 
was sich auch aus den Zahlen der Indizes erkennen läßt. 


Pyramidenwürfel Ikositetraeder 
z.B: [210] [211] 
[310] 811] 
[410] [411] usw. 


Die dritte Zahlenkomponente führt zu den Ikositetraedern, indem die Diago- 
nalen des zugrundeliegenden Würfels, die durch die Mitte der Würfelkanten füh- 
ren, rational verändert werden. 

Die verschiedenen kristallinen Modifikationen des Ikositetraeders lassen sich 
ebenfalls in eine Zonenreihe einordnen, die ihre äußeren Grenzkörper im Wür- 
fel und im Oktaeder hat und sich über die pythagoreischen Zahlentripel kom- 
plementär zusammenfassen läßt. 


1) A. Sadebeck, Gustav Roses Elemente der Krystallographie, Berlin 1873?, 22. 
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‚ flacher steiler 
Zonenreihe: Würfel < ————— Ikositetraeder ——> Oktaeder 
Kristallindex 
(hkllh>k=ı [100] Isıı]ları][a1ı] X [211][533][322] fııı] 
Winkelfunktion cosa: 12/13 15/17 4/5 3/5 8/17 5/13 


| l3_4-5 | 
8-15-17 
5—12—13 


Innerhalb dieser Zonenreihe gibt es flache, mittlere und steile Formen von 
Ikositetraedern. Auch hier kann das regelmäßige Achteck im Schnitt durch die 
Achsenebene wegen seiner Irrationalität nicht auftreten und bildet gleichzeitig 
den Kreuzungspunkt >S zweier sich gegenseitig durchkreuzender Reihen. Die 
Ähnlichkeit mit der Zonenreihe der Pyramidenwürfel kommt so deutlich zum : 
Ausdruck. 

Man kann das Ikositetraeder in seiner einfachsten und häufigsten Form [211] 
geometrisch auch in der Weise beschreiben, wie dies bei C. S. WEISS geschieht, 
der die Längenverhältnisse dieses Körpers in eine Beziehung zu den musikali- 
schen Tönen brachte. So berechnete er für die Hauptkörper des kubischen Kri- 
stallsystems — und im vorliegenden Fall auch für das Ikositetraeder (= Leucito- 
eder) — die jeweiligen Längen aus dem Mittelpunkt nach den Ecken, den Kan- 
ten und den Flächenmitten (dieser Körper) und verglich die sich ergebenen 
Längenverhältnisse mit den Schwingungszahlen der Töne!. 

Der Leucitkörper endlich (siehe die nebenste- 
hende Figur) hat (bei einerlei Flächen) dreierlei 
Ecken und zweierlei Kanten, folglich überhaupt 
nächst seiner kleinsten und größten Dimension 
vier mittlere in obigem Betracht, und die Größe 
dieser sämtlichen Dimensionen in folgender Rei- 
he steigend: 1. die Linie aus dem Mittelpunkt 
senkrecht auf die Fläche (d. i. cf); 2. die Senk- 
rechte auf die stumpfe Kante (d. i. cn); 3. die 
nach der stumpfen Ecke (d. i. cd); 4. die Senk- 
rechte auf die schärfere Kante (d. i. cm); 5. die 


1) Chr. S. Weiss, Betrachtung der Dimensionsverhältnisse in den Hauptkörpern des sphäro- 
edrischen Systems und ihren Gegenkörpern im Vergleich mit den harmonischen Verhältnis- 
sen der Töne, in: Abhandlungen der Kgl. Akademie der Wissenschaften in Berlin 1818, 1819, 
physikalisch-mathematische Classe, Berlin 1820, 227-241. 
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nach der mittleren Ecke (d. i. cb); endlich 6. die nach der scharfen Ecke (d. i. 
ca). 

Das Verhältnis der Extreme in dieser Reihe ist das Verhältnis\/2 :/3,d. i. 
das zweite abgeleitete von denen, welche im Würfel sowohl, als im Octaeder 
sich aus dem /1 : /3 entspannen, und welches im Granatoeder zweimal durch 
dessen mittlere Dimensionen in das Verhältnis/1 :/2 wiedereingetragen 
wurde. 

Nehmen wir fürs erste unter den vier mittleren Dimensionen des Leucitkör- 
pers bloß auf die zwei Rücksicht, welche den Linien aus dem Mittelpunkt in 
die stumpfe und in die mittlere Ecke des Körpers entsprechen, so erhalten wir 
durch deren Zusammenstellung mit den Endgliedern — wenn ca = 1, so ist cf 
= /2/3, cd =,/3]4 und cb =\/8/9 —, dem Schema des Granatoeders sehr ana- 
log, folgendes Schema dieser vier Dimensionen: 


cf cd cb ca 
Linie aus dem Linie aus dem Linie aus dem Linie aus dem 
Mittelpunkt senk- Mittelpunkt Mittelpunkt Mittelpunkt 


recht auf die Fläche in die stumpfe Ecke indie mittlere Ecke indie scharfe Ecke 


1 


WERE: 


*Die nämlichen ganzen Zahlen 24, 27, 32, 36 entsprechen in unserer Tonleiter 
dem Verhältnis der Töne cdfe. 


Wenn auch das Ergebnis vom harmonikalen Standpunkt keine echte, d.h. 
rationale Lösung darstellt, war doch Weiss der erste, der eine übergreifen- 
de Beziehung zwischen den Kristallformen und den Tönen suchte. 

Dabei ist die harmonikale Lösung am Beispiel des Ikositetraeders [211] auf 
Grund der von Weiss vorgegebenen Längenwerte recht einfach. Geht man von 
den Längen zwischen dem Mittelpunkt und den drei verschiedenen Ecken des 
Ikositetraeders aus und rechnet diese direkt auf das rechtwinklige Achsenkreuz 
um, soergebensich rationale und harmonikale Zahlenwerte: 
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Längenmaße nach Weiss (p. 232): 


Linie aus dem Linie aus dem Linie aus dem 
Mittelpunkt Mittelpunkt Mittelpunkt 
in die stumpfe Ecke in die mittlere Ecke in die scharfe Ecke 


Längenverhältnisse: „27 32 ‚36 
Umrechnung: a : = 36 
1 
3 als Würfeldiagonale v 
„/2 als Flächendiagonale 
Achsenverhältnisse: 3 - 4 i 6 


Basisprojektion des Ikositetraeders 
[211] 


Gase se, 270° 

cosa, =-3/5 cosß, = -4/5 
hät. las 

a, + B, = 270° 


cosa,=-4/5 cosß, = -3/5 
3-45 


Die Abbildung des Ikositetraeders ist hier als Aufriß gezeichnet. Die darge- 
stellten Knotenpunkte bilden die Ecken des Ikositetraeders. 

Die beiden symmetrischen Achtecke sind schon im äußeren Habitus des Iko- 
sitetraeders zu erkennen und bilden die Grundlage für den zweifachen Nachweis 
pythagoreischer Zahlentripel sowie den Schlüssel für ihre harmonikale Bewer- 
tung. 

Chr. S. Weiss berechnete die verschiedenen Längenmaße nicht nur für das 
Ikositetraeder [211], sondern auch für den Würfel, das Oktaeder, das Tetraeder, 
das Rhombendodekaeder und einige kristalline Kombinationskörper. Es ist 
selbstverständlich, daß bei einem Vergleich dieser Längen in einem Körper ra- 
tionale und irrationale Werte nebeneinander auftreten müssen. Setzt man je- 
doch die verschiedenen Körper in einen mathematischen Bezug zu einem 
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Grundkörper, wie ihn der Würfel darstellt, lassen sich darauf aufbauend die un- 
terschiedlichen rationalen und irrationalen Längenmaße in ein harmonikales 


Ordnungssystem bringen. 
Die Ikositetraeder [211], [311] und [322] bilden auf Grund der hier auftre- 
tenden pythagoreischen Zahlen folgende harmonikalen Verhältnisse: 


pythagoreische Zahlen im 


Kristallindex harmonikale Verhältnisse inneren äußeren 
symm. Achteck symm. Achteck 
[211] 3/4=3/3: 3/2 4—3—5 3—4-5 
[311] 4/5 4/4 4/3 8-15—17 4—3—5 
[322] Si2 515,903 21-20-29 5—-12-13 
Pyramidenoktaeder oder Trisoktaeder [hkl] h=k>lIl 


Die Pyramidenoktaeder sind von 24 gleichschenkligen Dreiecken begrenzt 
und haben 36 Kanten und 14 Ecken. Man kann das Pyramidenoktaeder als ein 
Oktaeder ansehen, auf dessen Flächen dreiseitige Pyramiden von gleichen 
Grundflächen wie die Oktaederflächen aufgesetzt sind!. 


Das erste Pyramidenoktaeder [221] besteht aus Dreiecksflächen folgender Art: 


34 


10 
Die äußeren Winkel? an den beiden Pyramidenoktaedern [221] und [331] be- 
tragen: 


1) Abbildung nach Brückner, 
2) W.H. Miller, 33. 
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Neigung der Flächen 


in den Kanten D in den Kanten G 
ten 2h?-k? CHOHOHK 
D mtr uLlels ie DER 
[221] 141°3°- ; cos.=. -7/9 152°44’° cos = -8/9 
[331] 153028’ cos = -17/19 14298” .c0s = -15/19 


Die von MILLER angegebenen Formeln zur Bestimmung der Winkel an den 
Kanten D und G des Pyramidenoktaeders lassen erkennen, daß hier eine abge- 
wandelte Form des „Pythagoras“ vorliegt. 


Kante D: 
(2h? - k?)? + 2 (2hk)? =  (2h?+k?)? 
z.B. 12211 7° Tr a = 92 
[331] 17? + 2.6 = 19? 


Die räumlichen Höhen der dreiseitigen Pyramiden der Pyramidenoktaeder 
[221] und [331] betragen 1/5 und 2/7 der halben rhomboedrischen Achse des 
eingeschriebenen Oktaeders. Die rhomboedrische Achsendiagonale geht durch 
die Mitte der Oktaederfläche bzw. durch die 8 Ecken des eingeschriebenen 
Würfels. 

Das rationale Zahlenverhältnis der beiden ersten Pyramidenoktaeder [221] 
und [331] an den rhomboedrischen Achsendiagonalen ergibt: 


2 
Z 
70° 32° 70° 32° 
[221] [331] 
de BEE; Lad: BEE 


Das allgemeine Prinzip der rationalen Erweiterung der rhomboedrischen Ach- 
sendiagonalen für alle Pyramidenoktaeder ist: 


h-1 


[hkl] h=k>1 Ba 


110 


Man erkennt schon aus diesen beiden Beispielen, daß die rationale Erweite- 
rung der rhomboedrischen Achsen des Oktaeders keine harmonikalen Ver- 
hältnisse oder Intervalle bildet, wie dies am Beispiel der rationalen Erweiterung 
des Würfels der Fall war, was zu den entsprechenden Pyramidenwürfeln oder 
Pentagondodekaedern führte. Beim Oktaeder sind es die rhomboedrischen 
Achsen, die erweitert werden und zu den Pyramidenoktaedern führen, wäh- 
rend die rechtwinkligen Achsendiagonalen unverändert bleiben. Der Schnitt 
durch die Ebene des Achsenkreuzes bildet so ein Quadrat, das mit dem des 
Oktaeders identisch bleibt. Dies ist der Grund, daß am Pyramidenoktaeder wie 
auch am Deltoiddodekaeder, das ja den gleichen Kristallindex besitzt, keine 
pythagoreischen Zahlentripel in den Winkelfunktionen der Begrenzungswinkel 
des Achsenkreuzes auftreten können. 

Dadurch kommt es zu dem Phänomen, daß zwei Kristallkörper wie das Iko- 
sitetraeder (z. B. [211]) und das Pyramidenoktaeder (z.B. [221]) in den Kri- 
stallindizes die gleichen Zahlen enthalten können und dennoch nur am Ikosi- 
tetraeder pythagoreische Zahlentripel in der äußeren Begrenzung des Schnittes 
durch die Ebene des Achsenkreuzes auftreten können. Dies Problem wird bei 
der Thematik des ‚Pythagoras im Raum“ im Zusammenhang mit den Kristall- 
indizes (Seite 118) noch zu erörtern sein. 

Es bleibt noch nachzutragen, daß die verschiedenen Varianten der Pyrami- 
denoktaeder (flache, mittlere und steile Formen) sich ebenfalls in eine Zonen- 
reihe einordnen lassen, die in die Grenzkörper Rhombendodekaeder und Ok- 
taeder eingebunden ist. 


flacher p id steiler Rhomb 
Dinasiier yramiden- omben- 


— 
oktaeder dodekaeder 


Kristallindex 
hkilh=k>1: 111] [332][553][221] >S B31][ası][ssı] [110] 
Zahlenpaar k/l: 3/2. 5/3. 2/1 3/4 4/1 5/1 


rationale Erweiterung 


der rhomboedr. Achse: ur 1/8 2/13 1/5 2/7 3/9 4/11 1/2 


Da jedoch in den Pyramidenoktaedern keine pythagoreischen Zahlentripel auf- 
treten können, kann es auch keine zwei Körper dieser Art geben, die sich in den 
Winkelfunktionen komplementär ergänzen, wie dies bisher als besonderes Kri- 
terium herausgestellt wurde. Hier muß deshalb auf die Zahlenpaare der Kristall- 


Ih 


indizes, die sich ebenfalls zur komplementären Einheit verbinden lassen, zu- 
rückgegriffen werden. 

Es muß auch in dieser Zonenreihe von Oktaeder bis Rhombendodekaeder 
den Kreuzungspunkt >S zweier sich gegenseitig durchdringender Reihen geben, 
da dies ein wichtiges Kennzeichen für die Komplementarität darstellt. Die 
Grenzwinkel der rhomboedrischen Achsen betragen in der Spitze des Okta- 
eders 70032’, cos = 1/3, in der Spitze des Rhombendodekaeders 120°, cos = 
-1/2, und im speziellen Fall des inneren Kreuzungspunktes & 90°. 

Der Begrenzungswinkel von 90° bildet am rechtwinkligen Achsenkreuz ein 
rationales und harmonikales Verhältnis (2/1 = Oktave), während der gleiche 
Winkel am rhomboedrischen Achsenkreuz des Pyramidenoktaeders zu einem 
irrationalen Verhältnis führt und folglich nicht in einem kristallinen Pyrami- 
denoktaeder auftreten kann. 


Hexakisoktaeder [hkl] h>k>Il 


Die Hexakisoktaeder sind von 48 ungleichseitigen Dreiecken begrenzt und 
haben 26 Ecken und 72 Kanten!. 


[321] 


Das Hexakisoktaeder kommt sowohl als vollflächige Form als auch in Kombi- 
nationen mit anderen Kristallkörpern relativ häufig vor. Es gehört zu einer 
Gruppe von fünf Körpern, die alle den gleichen Kristallindex haben, aber je 
nach Mineralart oder Klasse verschieden aussehen (siehe die Seiten 83 und 88). 
Das gemeinsame Strukturmerkmal dieser fünf Körper ist der Begrenzungswin- 
kel a des Achsenkreuzes. Am Beispiel des Hexakisoktaeders läßt sich wiederum 
das komplementäre Prinzip der Außenwinkel am Einzelkörper und an zwei 
paarweise zusammengehörigen Körpern auf einfache Weise darstellen? (siehe 
die nächste Seite). 


1) Abbildung nach Brückner. 
2) Abbildung nach Ramdohr/Strunz, 34f. 
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Basisprojektion des 
Hexakisoktaeders [321] 


cosa = -5/13 cosß = -12/13 
5-12—13 


Der Schnitt durch die Achsenebene des Hexakisoktaeders ist bei gleichen Zah- 
len h und k im Kristallindex identisch mit dem des Pyramidenwürfels und Iko- 
sitetraeders und führt zu gleichen pythagoreischen Zahlen: 


Zahlen- 
paar (h/k) 
z. B. Pyramidenwürfel h >K0: [320] 312 5 12 13 

Ikositetraeder h ke 127322] 3/2 5 12 13 
Hexakisoktaeder h>k >1: [321] 3/2 5 12 13 


[hk1] h?-k? 2hk h?+k2 


Weitere Beispiele von Hexakisoktaedern lassen den Zusammenhang von Kri- 
stallindizes und pythagoreischen Zahlen besser erkennen. 


Hexakisoktaeder Begrenzungswinkel pythagoreische Zahlen 

h>k>1] a ß h?-xk2 2hk hir 
[421] cos=-3/5 cos=-4/5. 3 4 5 
[321] cos=-5/13 cos=-12/13 5 t2 13 
[432] cos=-7/25 cos = -24/25 7 24 25 
[543] cos = -9/41 cos = -40/41 9 40 41 
[621] cos=-4/5 cos=-3/5 + 3 5 


Es gibt aber auch grundsätzlich zwei Hexakisoktaeder, deren Außenwinkel a, 
und a, bzw. ß, und ß, sich komplementär zu 270° ergänzen. Das Beispiel der 
beiden Hexakisoktaeder [421] und [621] macht dies deutlich, wobei nur die 
äußere Begrenzung dieser Körper als Schnitt durch die Achsenebene dargestellt 
ist. 


{13 


cosa=-3/5 cosa=-4/5 
cosß = -4/5 cosß = -3/5 


Kristallindex: [421] 
Zahlenpaar h/k: 2/1 


Es liegt also, soweit es die Achsenebene betrifft, eine Analogie zu den Pyrami- 
denwürfeln und Ikositetraedern vor. Doch muß bei den Hexakisoktaedern be- 
rücksichtigt werden, daß mit den erweiterten Diagonalen, die über die Mitte 
der Oktaederfläche hinaus zu sechsseitigen Pyramiden führen, weitere harmo- 
nikale Elemente hinzukommen. Aus diesem Grunde ist auch hier keine har- 
monikale Zuordnung vorgenommen worden, da dies erst in einem Gesamt- 
system, das alle Diagonalen mit einschließt, möglich ist. 


Disdodekaeder [hkl] h>k>1 


Die Disdodekaeder sind von 24 unregelmäßigen Trapezoiden begrenzt und 
haben 48 Kanten und 26 Ecken. In ihrem äußeren Aussehen ähneln sie dem 


Pentagondodekaeder!. 


[321] 


Die gestrichelten Linien in der Abbildung des Disdodekaeders deuten die Flä- 
chen des Hexakisoktaeders an, wobei die Beziehung zwischen diesen beiden 
Körpern im gleichen Kristallindex zum Ausdruck kommt. 


1) Abbildung nach Brückner. 
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Das Disdodekaeder kommt beim Pyrit und anderen Mineralien vor, jedoch 
selten als vollflächiger Körper, sondern zumeist in der Kombination mit ande- 
ren Körpern. Die Neigung der Flächen in den Kanten führt zu folgenden Win- 
keln!: 


_h?+k?-22 _h2-k2+22 _ kl+Ih+hk 

SD "prkz+rp WTnmrR+ı2 SU THHR+R 
[321] 14900’ 115023’ 141047’ 
[421] 154047’ 128015’ 131049’ 
[531] 160032’ 1180 59° 13105° 


Aus diesen Angaben lassen sich die beiden Begrenzungswinkel des Achsenkreu- 
zes berechnen, die in der Spitze zweier gegenüberliegender Kanten liegen. Da- 
bei ergibt sich die Besonderheit, die im kubischen Kristallsystem nur am Dis- 
dodekaeder vorkommt: daß gleichzeitig zwei verschiedene pythagore- 
ische Zahlentripel in der Begrenzung des Achsenkreuzes auftreten, die um 90° 
versetzt sind”. 


Die Disdodekaeder [hkl] (positiv) und [kh1] (negativ) 
und, Mitte, ihre Beziehung zum Hex’oktaeder 


[321] _ cosa = 5/13 cosß= 4/5 
12713 345 


Einige weitere Beispiele von Disdodekaedern sollen diesen Sachverhalt noch 
verdeutlichen: 


[hkl] 


[421] cosa = 3/5 cosß = 15/17 
3—4—5 8-15—-17 


1) W.H. Miller, 34, 
2) Abbildung nach Ramdohr/Strunz, 39. 
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[432] cosa = 7/25 cosß = 3/5 


204,58 3-45 
[531] cosa = 8/17 cosß = 12/13 

8-15-17 5—-12-13 
[543] cosa = 9/41 cosß = 8/17 

9—-40-41 8-15-17 


Aus den angeführten Beispielen ist auch das allgemeine Prinzip erkennbar, in- 
dem die ersten beiden Zahlen h, k der Kristallindizes zum Begrenzungswinkel 
a und die Zahlen h, | zum Begrenzungswinkel ß führen. Beide Begrenzungswin- 
kel lassen sich in ihren Winkelfunktionen pythagoreischen Zahlentripeln zu- 
ordnen. 

Um einen besseren Überblick zu gewinnen, werden die Kristallkörper in den 
Zonenreihen 

Würfel — Pyramidenwürfel — Rhombendodekaeder 

Würfel — Ikositetraeder — Oktaeder 

Oktaeder — Pyramidenoktaeder — Rhombendodekaeder 
noch einmal zusammengefaßt!. 


um} 


(433) > (443) 


m 
(a1) au. & Ü 


{234} 
NN 
88 © 
{100} {#19} {z10} (430) {no} 


Dabei erkennt man die fließenden Übergänge innerhalb der einzelnen Zonen- 
reihen, die durch weitere Kristallkörper noch differenziert werden können. Es 
können bei einzelnen Mineralien durchaus 30 und mehr rationale Modifikatio- 
nen von Kristallkörpern in den einzelnen Zonenreihen vorkommen. Allerdings 
hängt die Häufigkeit des Auftretens der einzelnen Zwischenkörper in hohem 


1) Nach: E. Fischer, Einführung in die geometrische Kristallographie, Berlin 1956, 162. 
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Maße von der Zahlengröße der Kristallindizes ab. 

In der bisherigen Darstellung der Körper im kubischen Kristallsystem wurde 
besonderer Wert darauf gelegt, die pythagoreischen Zahlentripel als ein allge- 
meingültiges komplementäres Strukturprinzip herauszustellen. Im Fall der Py- 
ramidenoktaeder, in denen diese nicht auftreten können, mußte auf die Zah- 
lenpaare zurückgegriffen werden. Dies war nur möglich, weil nachgewiesen wer- 
den konnte, daß zwischen den Zahlen der pythagoreischen Zahlentripel, Kri- 
stallindizes, Zahlenpaaren und komplementären Intervallen eine direkte mathe- 
matische Beziehung besteht. Es liegen somit drei verschiedene Zahlenebenen 
vor, die sich am Achsenkreuz bzw. im Raum konkret darstellen lassen. Diese 
Wechselbeziehungen sind ein elementares Kernstück dieser Abhandlung. Alle 
mathematischen und harmonikalen Elemente sind jedoch nur innerhalb eines 
begrenzten Raumes denkbar, wie ihn die verschiedenen Zonenreihen zwischen 
den Grenzkörpern Würfel, Oktaeder, Tetraeder und Rhombendodekaeder dar- 
stellen. Die Zonenreihen, die das Tetraeder als Grenzkörper haben, wurden 
nicht behandelt, da strukturell ähnliche Zusammenhänge bestehen wie im Fall 
des Oktaeders. Dies geht schon aus der Ähnlichkeit der Kristallindizes hervor. 
Die Tabelle auf Seite 117 gibt einen Gesamtüberblick über die Grenz- und Zwi- 
schenkörper in allen Zonenreihen des kubischen Kristallsystems. Aus dem 
Schema geht auch hervor, in welchen Zonenreihen pythagoreische Zahlentripel 
auftreten können. 
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Pythagoras im Raum 


Die Interpretation des pythagoreischen Lehrsatzes im harmonikalen Sinn 
wirft die Frage nach der Übertragung auf den Pythagoras im Raum auf. Dieser 
bildet das räumliche Analogon des pythagoreischen Lehrsatzes und wird auch 
als räumlicher Kosinussatz bezeichnet. 

Der räumliche Pythagoras besagt: Begrenzt man eine dreiseitige, von drei 
rechten Winkeln gebildete Ecke durch eine vierte Ebene, so ist in dem entste- 
henden rechtwinkligen Tetraeder die Summe der Quadrate der drei Katheten- 
flächen gleich dem Quadrat der Hypotenusenfläche: 


SAB? + SAC? + SBC? = ABC? 


C 


Der Satz geht in seiner einfachsten Form auf FAULHABER zurück, der ihn erst- 
mals 1622 in seinen „Miracula arithmetica“ veröffentlichte. Er wurde später 
auf das allgemeine und nichtrechtwinklige Tetraeder erweitert (TINSEAU 1780, 
DE GUA 1783)!, 

Es ist für die vorliegende Thematik von besonderem Interesse, daß sich der 
räumliche Pythagoras durch seine Beziehung zu den Kristallindizes direkt auf 


1) H. Wieleitner, Der räumliche pythagoreische Lehrsatz, in: Zeitschrift für den mathemati- 
schen und naturwissenschaftlichen Unterricht 49, 1918, 321f; M. Simon, Über die Entwick- 
lung der Elementar-Geometrie im 19. Jahrhundert, Leipzig 1906, 112; J. Naas und H.L. 
Schmid, Mathematisches Wörterbuch, Berlin-Stuttgart 1965°, I 1007, I1 418. 
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das rechtwinklige Achsenkreuz der kubischen Kristallkörper anwenden läßt. Er 
bildet die Grundlage für die Projektion einer bestimmten Fläche eines Kristall- 
körpers auf das rechtwinklige und dreidimensionale Achsenkreuz. Die Kristalle 
bilden damit den idealen Anwendungsbereich für den Pythagoras im Raum. 

Den einfachsten Fall seiner Anwendung stellt die Projektion einer gleichsei- 
tigen Dreiecksfläche auf das rechtwinklige Achsenkreuz dar. Durch die Projek- 
tion aller acht Flächen und die entsprechende Zusammensetzung der acht 
rechtwinkligen Tetraeder wird das Oktaeder [111] gebildet. 


Du 
ASAB? + ASAC? + ASBC? = AABC? 
L2 l, l, y WEG 
5) 5 7) % 5) er) 
12 lv E + 0002 = 3 


Um allgemein das Dreieck ABC zu berechnen, kann man zunächst mit Hilfe 
des pythagoreischen Lehrsatzes die einzelnen Seiten a, b und c aus den Seiten- 
flächen der rechtwinkligen Ecke finden und anschließend diese Werte in die 
Heronische Formel für den Flächeninhalt des Dreiecks einsetzen. 


F,ıpc = vs(s-a)(s-b)(s-c) = Zn 


Die Projektion des gleichseitigen Dreiecks des Oktaeders auf das rechtwinklige 
Achsenkreuz führt zu gleichen rationalen Abständen, wie dies schon durch den 
Kristallindex [111] anschaulich zum Ausdruck kommt. 

Das mathematische Prinzip der Projektion der Einzelflächen auf das recht- 
winklige Achsenkreuz läßt sich auf alle Körper des kubischen Kristallsystems 
anwenden. Dies bedeutet, daß bei Körpern mit gleichem Kristallindex die Tei- 
lungspunkte auf dem Achsenkreuz trotz ihres unterschiedlichen Habitus iden- 
tisch sind. So stellt der räumliche Pythagoras am rechtwinkligen Tetraeder eine 
wertvolle Ergänzung des pythagoreischen Lehrsatzes und seiner harmonikalen 
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Interpretation dar. 
Zwischen dem Pythagoras des Raumes und den Millerschen hkl-Werten der 
Kristallindizes besteht folgende allgemeine Beziehung: 


rechtwinkliges Tetraeder 


Kristallindex: [hkl]' 


reziproke ar 
Werte: hkl 


Zahlenpaare: 
hk/kl 
hil/hk 
hl/kl 


AABC? 
h? + k? * 1? — d? 


ASAB? Hr FASAT #4 ASBC? 


® = MB = RrrRFT 


Als Beispiele für den Pythagoras im Raum werden nun verschiedene Kristall- 
körper aus den einzelnen Gruppen ausgewählt, wobei jeweils nur eine Kristall- 
fläche auf den rechtwinkligen Ausschnitt des Achsenkreuzes projeziert wird 
und dadurch ein rechtwinkliges Tetraeder entsteht. Dabei kommt auch der ma- 
thematische Zusammenhang zum Vorschein, der zwischen den Zahlen der Mil- 
lerschen Kristallindizes, den reziproken Zahlenverhältnissen auf dem Achsen- 
kreuz und dem Pythagoras im Raum besteht. 


1) Es ist aus drucktechnischen Gründen nicht möglich, zwischen dem Buchstaben und der 
Zahl 1 zu differenzieren. Der Unterschied geht jedoch aus dem Zusammenhang eindeutig 
hervor. 


2 


Pyramiden- Pentagon- 
würfel dodekaeder 


RR 2 
IS 


2) 
rege, | 
2 
1 

SS 

---->3 


[210] [210] 
% Y 
ae 
eG 

Kristall- reziprokes 1 y- 

index Achsenverhältnis N 

ko) 111 

h>k hko0 
z.B. Fe 06 | 

[210] >10 


Am Pyramidenwürfel und am Pentagondodekaeder [210] wird deutlich, daß 
die Projektion der jeweiligen (210)-Fläche nur zur Ausbildung eines rechtwink- 
ligen Dreiecks zwischen zwei Achsen führt, was durch die Null im Kristallindex 
ausgedrückt ist. Hier kommt somit nur der einfache pythagoreische Lehrsatz 
zur Geltung, wodurch die harmonikale Interpretation der Kristallindizes sehr 
vereinfacht wird. Das pythagoreische Zahlentripel 3—-4—5 ergibt sich hier nicht 
nur arithmetisch aus dem Zahlenpaar (2/1) und seiner Umrechnung über die 
pythagoreische Formel, sondern auch geometrisch durch die Projektion zweier 
(210)-Flächen, die sich symmetrisch gegenüberliegen, 


Bei den folgenden Beispielen tritt das rechtwinklige Tetraeder, und damit 
der räumliche Pythagoras, auf. Er kommt durch die dritte Zahlenkomponente | 
im Kristallindex [hkl] zustande und führt auch auf der dritten Achse des 
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Achsenkreuzes zu einem rationalen Abschnitt. 


Ikositetraeder: 


\ ayı 
er, P 
[211] 
[211] cI% 
Kristall-  reziproke 
index Werte g® %4 
U B 
h>keihkı| 
) 
z.B. Ieeleel ! 
ee A 
[211] ST 
AABC? = H+k?+ = 2+1?+12 
Pyramidenoktaeder 
n nA 
ar \ | [221] 
| 
[221] cn 
Kristall- reziproke 
index Werte > Y, 
Ellen), Y BE 
h=k>Ihkl ur 
B 11% Au 
ZB: 1173 
Ball nr3r 1 


DAB ke ir 
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Hexakisoktaeder Disdodekaeder 


aN 
I 
1 
I 
[321] | 
Y 
Kristall- reziproke base 
ind w I 
index erte d> R-—->Y 
[kl 111 
he>kı> Ioh,.kzol 
u) 
z.B, mi A 
a 3a 
AABC? = h?+kK?+l? = 32+22+1? 


Die rationalen Abschnitte auf den rechtwinkligen Achsen entsprechen den 
Weiss’schen Koeffizienten, wie dies auch aus der Tabelle auf Seite 29 hervor- 
geht. Die verschiedenen Darstellungen der rechtwinkligen Tetraeder, die sich 
aus der jeweiligen Projektion einer einzelnen Fläche jedes (kubischen) Kristall- 
körpers ergeben, lassen den Zusammenhang von Kristallindizes, Zahlenpaaren 
und dem räumlichen Pythagoras erkennen. Dies führt zu einer vereinfachten 
Möglichkeit, die Zahlen der Kristallindizes auf das Achsenkreuz zu projezieren. 
Doch läßt sich durch eine solche Beschreibung über das rechtwinklige Tetra- 
eder nicht erklären, warum z. B. am Hexakisoktaeder [321] nur ein pythagore- 
isches Dreieck, 5-12-13, und am Disdodekaeder mit dem gleichen Kristallin- 
dex zusätzlich noch ein zweites, 3-45, auftritt (siehe Seite 112ff). Aus die- 
sen beiden Beispielen wird schon ersichtlich, daß für eine morphologische und 
harmonikale Untersuchung der ganze Kristallkörper behandelt werden muß 
und nicht auf einen Teilaspekt, wie ihn der Pythagoras im Raum darstellt, be- 
schränkt werden kann. 

In einer solchen ganzheitlichen Beschreibung der (kubischen) Kristallkörper 
zeichnen sich die Konturen einer harmonikalen Interpretation auch der kom- 
plizierteren Kristallkörper über die pythagoreischen Zahlentripel und Zahlen- 
paare in den Kristallindizes ab, indem diese innerhalb des Oktavenraums einge- 
bunden werden. So gesehen stellt auch der räumliche Pythagoras eine wesent- 
liche Ergänzung in der morphologischen Untersuchung der Kristallkörper dar, 
vor allem wenn man noch seine häufige Anwendung innerhalb der Röntgen- 
strukturanalyse von Kristallen in diesen Komplex miteinbezieht. Die Beschrei- 
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bung der kubischen Einzelkörper wäre somit abgeschlossen. Im Anhang ist 
noch ergänzend eine Tabelle beigefügt (Seite 233), in der alle Körper des kubi- 
schen Kristallsystems mit ihren Flächen, Ecken und Kanten im Zusammenhang 
mit der Eulerschen Formel aufgeführt sind. 


Es bleibt in diesem Kapitel der pythagoreischen Zahlen im kubischen Kri- 
stallsystem noch ein letzter Punkt übrig, der gerade für das Gesamtverständnis 
der Kristalle von besonderem Interesse ist. Die bisherige Form der Ableitung 
und Darstellung der einzelnen Phänomene ging im allgemeinen von den Einzel- 
körpern innerhalb einer Zonenreihe aus. Auf diese Weise ließ sich der kristallo- 
graphische und harmonikale Zusammenhang einfach und anschaulich darstel- 
len. Es ist jedoch so, daß in einer Zonenreihe keine Einzelkörper vorliegen, die 
wie auf einer Perlenschnur aufgereiht sind, sondern daß sie als Flächen Teil 
eines Zonenverbandes innerhalb eines Kristallkörpers sein müssen. 

Die beiden folgenden Beispiele von Pyriten, in denen vor allem die Reihe 
der verschiedenen Pentagondodekaeder zu einer Differenzierung der Zonen- 
reihe führt, sollen diesen strukturellen Zusammenhang verdeutlichen. 


1) Beispiel eines Pyrits aus Kotterbach in Ungarn! 


Dieser 2-2,5 mm messende Kristall ist von sehr regelmäßiger Ausbildung; ne- 
ben der dominierenden Form (430) sind noch (210), (310), (410) und 
(100) in großen Flächen vorhanden. Dadurch hat der Kristall ein fast ku- 
gelförmiges, abgerundetes Äußeres, was noch verstärkt wird durch die schwach 
gekrümmten und gestreiften Flächen der Pentagondodekaeder (410) und 
(310). In der Zeichnung ist die streifenförmige Fläche von (920) wegge- 


1)K. Zimanyi, Über Pyrit von Kotterbach im Comitat Szepes, in: Zeitschrift für Krystallo- 
graphie 39, 1904, 132. 
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lassen. Die Kristallkombination wird von folgenden Formen gebildet: 


8 [430] h [410] 

e [210] 9,1111] 

a [100] k [520] 

f [310] v [650] 
a [920] 


Die Indizierung der Kristallflächen liegt sowohl in der Form der Millerschen 
Indizes als auch in der früher zusätzlich verwendeten Form der Buchstaben 
vor. Gerade bei engen und kleinen Kristallflächen bildete diese Form der Indi- 
zierung eine wesentliche Vereinfachung. 

Die einzelnen Flächen sind zunächst nach ihrer Größe geordnet. Relativ 
groß ist in diesem besonderen Fall die Fläche (430), die harmonikal dem Ver- 
hältnis 7/4 entspricht. Werden die Kristallflächen der verschiedenen Pentagon- 
dodekaeder [hk0] nach ihrem Auftreten in der Zonenreihe und zusätzlich in 
der Oktavenreihe geordnet, so wird schon durch die harmonikale Darstellungs- 
form der mathematische Zusammenhang der Abrundung in dieser Zone durch 
das progressive Ansteigen der Zahlen ersichtlich. 


Zonenreihe: Würfel Pentagondodekaeder Sr 
in [100] [410] [310] [520] [210] [430] [650] % 
DSRRER: if 3] AST A 116 e; 
U Da u ‚56 Dr IERE 6  Er aal &e) 
8 ara 5 ee 
Pine Een CA DELETE 24 eehß 


17 5 29 5 23 61 


In diesem Beispiel führen die verschiedenen Pentagondodekaeder [hk0] zum 
pentagondodekaedrischen Habitus des Kristalls. Die Flächen des Würfels [100] 
und des Oktaeders [111] sind hier von untergeordneter Bedeutung. 


2) Beispiel eines Pyritkristalls von Spanish Peaks in Colorado! 


Dieser Pyritkristall zeichnet sich besonders durch die hohe Flächendifferen- 
zierung aus, die zu dem kugelförmigen Habitus führt. Die auf Seite 126 abge- 


1) K. Zimanyi, in: Zeitschrift für Krystallographie 51, 1913, 146-148. 
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bildete Form stellt ein typisches Beispiel für diesen Fundort dar. Man könnte 
eine Vielzahl solcher Abbildungen heranziehen, doch kommt es hier lediglich 
darauf an, das allgemeine Prinzip der einzelnen Kristallflächen in den verschie- 
denen Zonenreihen eines solchen Kombinationskörpers herauszustellen. 


Beobachtet: n Berechnet: 
2 = [100).:(10.4,.0), = 5047 A 50423’ 
EB == : (840) — U 2 77 
.— :20) = 2% 324 [E 26 34 
dl : (530) — 30 544 1 30 573 
:T= :(50) = 35 39 A 35 324 
E= :(19.1&.0) = 36 22 A 36 23 
I :(430) = 36 53 A 36 524 
= :90) = 3732 5 37 52 
“a ze : (650) —= 39 47 9 39 481 
d= (10) = b6 8 15 350 
0o:a = (414): (100) —='54 45 3 54 44 
= : (224) — 45 51 3 15 474 
du : (10) = 35 13 3 35 153 
n:a = (211): (100) — 35 235 3 35 453 
e:n — (0: HN) = U 8 k 24 51 
= : (212) — 4 4 3 41 49 
ie : (213) — 83 2 2 53 18 
o:e —= (114): (210) — 39 44 1 39 A 
N : (324) = 22 16 2 22 124 
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Es treten an diesem Beispiel die Flächen der folgenden Kristallkörper auf, 
wobei diejenigen mit fettgedruckten Kristallindizes sich durch ihre Flächen- 
größe von den anderen abheben. 


Würfel (100) 

Oktaeder (111) 

Rhombendodekaeder (110) 

Pentagondodekaeder (210) (430) (530) (650) (750) (810) (1010) (19 140) 
Ikositetraeder (211) 

Pyramidenoktaeder (221) 

Disdodekaeder (321) 


Die zugrundeliegenden Einzelkörper gehören in diesem Kombinationskörper 
zu den Zonenreihen der Grenzkörper Würfel-Rhombendodekaeder-Oktaeder. 


Rhomben- 
dodekaeder 
(100)... (1010)(810)(210)(530)(750)(19 140)(430)(970)(650) .. .(110) 


Zonenreihe: Würfel Pentagondodekaeder 


Zonenreihe: Würfel Ikositetraeder Oktaeder 
(100) (211) (111) 
Zonenreihe: Oktaeder Pyramidenoktaeder A 
dodekaeder 
(111) 221) (110) 
Zonenreihe: Oktaeder Disdodekaeder Pentagon- 
dodekaeder 
(111) (321) (210) 


Ein Vergleich der gemessenen und berechneten Winkel zwischen den jewei- 
ligen Kristallflächen gibt Auskunft über die Genauigkeit der Winkelmessungen. 
Aus diesen Winkelangaben lassen sich über die entsprechenden Formeln die zu- 
gehörigen Kristallindizes berechnen. Die pythagoreischen Zahlentripel treten 
in diesen Winkelangaben nur in versteckter Form auf, da in der Regel die Flä- 
chen zweier verschiedener Kristallkörper gemessen werden und nicht die der 
Einzelkörper. Dies muß bei den angeführten Winkeln berücksichtigt werden. 
So ist es durchaus möglich, daß der Winkel von 45° (135°) zwischen den Flä- 
chen des Würfels [100] und des Rhombendodekaeders [110] auftritt, wie dies 
beim letzten Kombinationskörper aus der Tabelle hervorgeht. Dieser Winkel 
kann nur in der Kombination zweier verschiedener Körperflächen (100/110) 
gemessen werden. Am Einzelkörper dagegen würde der Winkel von 45° (135°) 
den Kreuzungspunkt ><S einer Zonenreihe mit den äußeren Grenzwinkeln 90° 
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und 180° bedeuten und kann dementsprechend nicht vorkommen. 

In den Kombinationskörpern kommen meist nur wenige Kristallflächen mit 
niedrigen Kristallindizes zur Entfaltung, wie dies auch aus den folgenden Bei- 
spielen am Pyrit hervorgeht!. 


Beispiele für Kombinationen [210] des Pyrits 


Die hier auftretenden Zahlen in den Kristallindizes [210] und [321] führen zu 
den pythagoreischen Zahlentripeln 3-4—5 und 5—-12—13 in den Begrenzungs- 
winkeln der Einzelkörper Pentagondodekaeder [210] und Disdodekaeder [321]. 
An diesen Beispielen läßt sich schon erkennen, daß eine bestimmte Fläche 
je nach ihrer Größe untergeordnet oder dominierend und damit bestimmend 
für den Habitus des Kristalls sein kann. Das Auftreten der vielfältigen Grund- 
und Kombinationsformen in den Kristallen eines Minerals hängt im wesentli- 
chen von den chemischen und physikalischen Bedingungen ab, die bei ihrer 
Entstehung vorherrschen. 


Die auf das Grundsätzliche abzielende Darstellung der pythagoreischen Zah- 
len in den kubischen Kristallkörpern wäre damit abgeschlossen. Man muß dabei 
jedoch bedenken, daß die kubische Kristallklasse nur eine von sieben ist und 
in der Gesamtheit der Mineralien? nur einen Anteil von 12 % hat. Dies zeigt 
die Schwierigkeiten auf, die einer harmonikalen Interpretation aller Kristalle 
bzw. Mineralien noch im Wege stehen. Eine umfassende Kristallharmonik muß 
deshalb besonders die grundlegenden Arbeiten Victor GOLDSCHMIDTSs einbe- 
ziehen. Er hat auf diesem Gebiet entscheidende Vorarbeiten geleistet. Kein Mi- 
neraloge oder Kristallograph war so vom harmonischen Aufbau der Kristalle 
überzeugt wie Goldschmidt. Bei ihm tritt erstmalig die Idee auf, die reinen 
Intervalle der Musik in eine Beziehung zu bringen zu den Zahlenindizes der Kri- 
stalle und so eine Musiklehre zu entwickeln, die nicht allein im Menschen, son- 
dern allgemein in der Natur ihren Ursprung hat. 

Goldschmidt versuchte den Grundgedanken der Harmonie in den Kristall- 
körpern vom Prinzip der Komplikation aus zu entfalten. Es kann hier nicht im 
einzelnen auf seine Vorstellungen eingegangen werden. Doch soll das Wesent- 


1) Abbildungen nach Ramdohr/Strunz, 39. 
2) H. Strunz, Mineralogische Tabellen, Leipzig 1970, 14. 
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liche seiner Gedanken vorgestellt werden, um den grundsätzlichen Unterschied 
von Komplikation und Komplementarität, der schon im kristallographischen 
Grundprinzip enthalten ist, auf einfache Weise darzustellen!. Denn dadurch ist 
das Harmonieprinzip auf unterschiedlichen Vorstellungen aufgebaut, die bei 
gleichen Kristallkörpern zu vollkommen verschiedenen harmonikalen Inhalten 
führen müssen. 

Von Goldschmidts harmonischen Grundgedanken waren es insbesondere 
drei Punkte, die auch für die vorliegende Thematik richtungsweisend waren und 
deshalb hier vorgestellt werden: 

1) Es tritt erstmals der Gedanke auf, daß sich an einem Kristall zwischen 
zwei Endknoten eine Zone ausspannt, die zu der Vorstellung einer schwingen- 
den Saite in einer merkwürdigen Analogie? steht. 

2) Er prägte aus dieser Vorstellung heraus den Begriff der harmonischen 
Normal- und Oktavenreihe für die einzelnen Zonen’. 

3) Es ist seine Erkenntnis, daß im Gesamtsystem der Kristalle alle Zonen sich 
einheitlich auf das Grundschema einer einzigen sich immer weiter differenzie- 
renden Normal- bzw. Oktavenreihe zurückführen lassen und damit innerhalb 
eines begrenzten harmonischen Raumes eingebunden sind‘. 

Das auf Seite 130 gegebene Grundschema soll den prinzipiellen Unterschied 
zwischen der Komplikation in der Normal- und Oktavenreihe N, einer Zone 
bei Goldschmidt und der Komplementarität innerhalb einer Zonen- und Okta- 
venreihe, die in der stereometrischen und harmonikalen Transformierung der 
pythagoreischen Zahlen begründet ist, veranschaulichen. 


1) Dem Anhang (229) ist deshalb das Kapitel „Entwicklung der Krystallformen“ aus Gold- 
schmidts Buch „Ueber Harmonie und Complication‘ beigegeben. 

2) V. Goldschmidt, Ueber Entwickelung der Krystallformen, in: Zeitschrift für Krystallogra- 
phie 28, 1897, 4. 

3) Ders., Über Complikation und Displikation, Heidelberg 1921, 65. 

4) Siehe Goldschmidts Tabelle im Anhang (228). Diese Zusammenstellung von 20 verschie- 
denen Mineralien aus allen Kristallklassen stellt darüber hinaus einen wertvollen Beitrag dar, 
um einen Überblick über die in den Indizes auftretenden rationalen Zahlen zu bekommen. 
Diese Untersuchung, die nicht wie im vorliegenden Fall auf eine einzige Kristallklasse be- 
schränkt ist, gibt über die Rationalität der Zahlen und ihre harmonikale Umwandlung einen 
konkreten Hinweis auf die in den Kristallformen der verschiedensten Mineralien vorherr- 
schende Naturstimmung. 
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Die Kristallindizes sind hier sowohl in der Form, wie Goldschmidt sie ver- 
wendet, als auch in der Millerschen Schreibweise angegeben und sind dadurch 
leicht zu vergleichen. 

Die Zone Goldschmidts wird hier von den Flächen des Würfels als den eigent- 
lichen Endpunkten begrenzt und setzt sich symmetrisch aus zwei gleichen Zo- 
nenreihen zusammen. Das Rhombendodekaeder bildet somit die Mitte dieser 
Zone, was durch den Kristallindex 1 in der Normalreihe und harmonikal durch 
das Verhältnis 3/2 als Dominante in der Oktavenreihe zum Ausdruck kommt!. 


Ne —— A ” ® x B 
we... cc. HB 
N. ZU RFHDE REN EFEB 
Ns DNGsCHHkEN IB 

Primarfiächen z A: 02 ps Pie kennst dB 
N=0 - SRYr- - = 0». .00 — Normalreihe o, 

1... Complieationz A fr auf CH lee Use ıB 
N 07 ar 1 2.7.2788: —/Normalreihe r. 

2. Complication: A - D - C E B 
| Er | 2 - 00 = Normalreihe 2. 


3. Complicaton: AFDG CC HEIB 
Nero. Nommalreihezg: 


Sämtliche Flächen bilden über das Lot eine Senkrechte zum Mittelpunkt in- 
nerhalb der Achsenebene. 

Der zahlenmäßige Zusammenhang zwischen den Kristallindizes und den Flä- 
chen ist in einem solchermaßen vereinfachten Koordinatenschema leicht zu er- 
kennen. Die beiden Flächen D (120) und E (210) stehen in einer symmetrischen 
Beziehung zu der Fläche C und sind damit spiegelbildsymmetrisch. Dies gilt 
auch für die Flächen F und I und G und H. In diesem symmetrischen Aufbau 
gleichartiger Flächen ist das harmonische Grundprinzip bei Goldschmidt be- 
gründet. 


1) Abbildung aus V. Goldschmidt, Ueber Harmonie und Complication, Berlin 1901, 4 und 6. 
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Gegenüber den harmonischen Vorstellungen Goldschmidts liegt der Grund- 
gedanke der harmonikalen Komplementarität nicht nur im konkreten Nachweis 
der pythagoreischen Zahlentripel in den Begrenzungswinkeln zweier Komple- 
mentärkörper, sondern insbesondere in der Möglichkeit, diese zur mathemati- 
schen Durchdringung so verschiedener Elemente wie 
— Grund-, Grenz- und Kombinationskörper, 

— Kristallindizes, Zahlenpaare, Zonenreihen, 

— Kreuzungspunkt & zweier sich gegenseitig durchkreuzender Reihen, 

— räumlicher Pythagoras 

heranzuziehen und auf den harmonikal-strukturierten Raum zu übertragen. Es 
wird damit auf einen Raum — den Oktavenraum oder allgemein Tonraum — 
hingewiesen, der, wie Hans Kayser ausführte!, im naturwissenschaftlichen Be- 
reich bisher kaum in Erwägung gezogen wurde. 

Wenn es auch noch nicht möglich war, alle Körper des kubischen Kristall- 
systems vollständig harmonikal zu interpretieren, so wurde das Prinzip doch 
zumindest für die einfach strukturierten Körper ausführlich vorgestellt. Erst 
eine endgültige harmonikale Beschreibung aller möglichen Kristallkörper, Kri- 
stallklassen und Zonenreihen wird die Möglichkeit eröffnen, diesen harmonika- 
len Raum und seine Intervalle (= Zwischenräume) in seiner ganzen Vielgestal- 
tigkeit und Komplexität zu erfassen. 

Im folgenden Kapitel soll gezeigt werden, daß sich die Idee eines harmonikal- 
strukturierten und begrenzten Raumes keinesfalls auf die Kristallkörper be- 
schränken läßt, sondern auch auf einen so abstrakten Bereich wie den eines 
Atoms angewendet werden kann. Auch hier sind es die pythagoreischen Zah- 
lentripel, die nun den Schlüssel für eine harmonikale Interpretation der Spek- 
trallinien des Wasserstoffatoms bilden und damit ein weiteres Beispiel für eine 
harmonikale Stereometrie darstellen. 


1) H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950, 173. 
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DIE HARMONIKALEN GRUNDLAGEN IN DEN 
SPEKTRALLINIEN DES WASSERSTOFFATOMS 


Seit der Entdeckung der Spektralanalyse konn- 
te kein Kundiger zweifeln, daß das Problem des 
Atoms gelöst sein würde, wenn man gelernt hät- 
te, die Sprache der Spektren zu verstehen. Das 
ungeheure Material, welches sechzig Jahre spek- 
troskopischer Praxis aufgehäuft haben, schien 
allerdings in seiner Mannigfaltigkeit zunächst un- 
entwirrbar. Fast mehr haben die sieben Jahre 
Röntgenspektroskopie zur Klärung beigetragen, 
indem hier das Problem des Atoms an seiner 
Wurzel erfaßt und das Innere des Atoms be- 
leuchtet wird. Was wir heutzutage aus der Spra- 
che der Spektren heraus hören, ist eine wirkli- 
che Sphärenmusik des Atoms, ein Zusammen- 
klingen ganzzahliger Verhältnisse, eine bei aller 
Mannigfaltigkeit zunehmende Ordnung und Har- 
monie. Für alle Zeiten wird die Theorie der 
Spektrallinien den Namen Bohrs tragen. 
Aber noch ein anderer Name wird dauernd mit 
ihr verknüpft sein, der Name Plancks. Alle 
ganzzahligen Gesetze der Spektrallinien und der 
Atomistik fließen letzten Endes aus der Ouan- 
tentheorie. Sie ist das geheimnisvolle Organon, 
auf dem die Natur die Spektralmusik spielt und 
nach dessen Rhythmus sie den Bau der Atome 
und der Kerne regelt (A. Sommerfeld, Atom- 
bau und Spektrallinien, Vorwort 1911). 


Es ist seit der Entdeckung der Spektrallinien des Wasserstoffs und anderer 
chemischer Elemente immer wieder versucht worden, über die gemessenen Wel- 
lenlängen gesetzmäßige harmonische Beziehungen herzustellen, wie sie analog 
aus dem musikalisch-akustischen Bereich in Form der Intervalle, Obertöne, 
Kombinationstöne usw. bekannt waren. Die vollkommen exakte Anordnung 
der Spektrallinien innerhalb einer Reihe legte schon früh den Gedanken eines 
harmonischen Ordnungsprinzips nahe. Da jedoch die einzelnen Versuche nicht 
zu einer befriedigenden Lösung führten, die über das bekannte, rein mathema- 
tische Prinzip hinausging, setzte sich die Meinung durch, daß irgendwelche har- 
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monischen Gesetzmäßigkeiten eben nicht vorhanden sind!. Heute ist, abgesehen 
von der Interessenverschiebung der Atomtheorie nach der wellenmechanischen 
und quantentheoretischen Seite hin, die allgemeine Meinung ungefähr die, daß 
das Zahlenproblem der optischen Spektren durch spezielle und allgemeine 
Dachformeln geklärt und damit auch das Interesse an einer Deutung mittels 
akustischer Daten nicht mehr aktuell sei.” 

Eine harmonikale Lösung ist jedoch nach wie vor von großer Bedeutung, da 
sie zum Harmonieverständnis der ganzen Zahlen wesentlich beiträgt. Bis zur 
Entdeckung des mathematischen Ordnungsprinzips in den Spektrallinien durch 
J. J. BALMER (1825-1898) war es auch durchaus üblich, diese als harmonische 
Serien, Oberschwingungen, Obertöne u.ä. zu bezeichnen. 


Lyman-$. Balmer-Serie Paschen- Serie 


| | 


1000 5000 10000 15000 Aink 
ultravioletter Ber. | sichtbarer Ber. | infraroter Bereich 


Schema der drei kürzestwelligen Spektralserien des H-Atoms (— — — Seriengrenze)* 


STONEY? wies zuerst darauf hin, daß die Schwingungszahlen der drei Wasser- 
stofflinien H, Hg und Hz sich zueinander verhalten wie 20:27:32. Die Schwin- 
gungszahlen dieser drei Spektrallinien (H, blieb zunächst unberücksichtigt) 
sind jedoch schon in den Anfangsgliedern sehr hoch und werden bei den nach- 
folgenden Spektrallinien zahlenmäßig noch wesentlich größer, so daß eine Ana- 


1)H. Konen, Das Leuchten der Gase und Dämpfe, Braunschweig 1913, 65f; A. Hagenbach, 
Fünfundsiebzig Jahre Spektralanalyse, in: Verhandlungen der Schweizerischen Naturfor- 
schenden Gesellschaft 116, 1935, 198-218; M. Jammer, The conceptual development of 
quantum mechanics, New York 1966. 

2) Hans Kayser, Das akustische Atommodell, in: Abhandlungen zur Ektypik harmonikaler 
Wertformen, Zürich 1938, 116. 165ff., 

3) Heinrich Kayser, Handbuch der Physik, Band 6: Optik, Leipzig 1906, 717f;H. W. Vogel, 
Praktische Spektralanalyse, Nördlingen 1877, 195f. 

4) Abbildung nach R. Seiwert, Die Elektronenhülle des Atoms, in: Bergmann-Schaefer, Lehr- 
buch der Experimentalphysik, Band 4, Teil 1, Aufbau der Materie, Berlin 1975, 16. 

5) J. Stoney, On the Cause of the Interrupted Spectra of Gases, in: Philosophical Magazine 
41, London 1871, 291-296. 
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logie zum musikalisch-akustischen Bereich im klassischen Sinne nicht mehr in 
Betracht kam. Auf diesen Umstand machte schon J. J. BALMER! aufmerksam, 
als er erstmals in seinem Vortrag am 25. 6. 1884 vor der Naturforschenden Ge- 
sellschaft in Basel die mathematische Lösung für die Spektrallinien aufzeigte, 
die in der folgenden Formel bestand: 
a a 
Es bedeuteten X die Wellenlänge in Ängström (1Ä = 10° m), C die Serien- 
grenze des Linienspektrums (= 3646 Ä) und m und n die Reihe der ganzen 
Zahlen, die den Abstand zwischen den einzelnen Spektrallinien bestimmten. 
Es waren zunächst nur die Spektrallinien bekannt, die im sichtbaren Teil des 
Spektrums lagen, wobei sich n = 2 und m > 2 ergab. Damit konnte Balmer die 
damals bekannten 14 Spektrallinien mathematisch erfassen und auf die Serien- 
grenze hinweisen. Dies bedeutete einen wesentlichen Fortschritt in der struk- 
turellen Aufklärung der Spektrallinien, wenn es Balmer auch nicht gelang, seine 
Formel — geometrisch und harmonikal — im Sinne einer weitergehenden Inter- 
pretation aufzuschlüsseln. 

Dabei muß man in Betracht ziehen, daß gerade Balmer sich für Fragen der 
Harmonie in der Wissenschaft, vor allem aber in der Kunst interessierte und 
sich auch nachhaltig auf diesen Gebieten einsetzte. Zudem befaßte er sich mit 
geometrischen Problemen und erarbeitete in dieser Zeit ein Buch über Projek- 
tive Geometrie?. 

Balmer schreibt am Schluß seiner ersten Publikation: Vielleicht findet sich 
in einer anderen graphischen Construction der Spektrallinien das Mittel, auf 
dem Wege solcher Untersuchungen weiter zu kommen’. Jedoch erst zwölf Jah- 
re später veröffentlichte er eine verblüffend einfache geometrische Lösung sei- 
ner mathematischen Formel: 


1) J. J. Balmer, Notiz über die Spektrallinien des Wasserstoffs, in: Verhandlungen der Natur- 
forschenden Gesellschaft Basel 7, 1885, 548-560. 750-752. 

2) A. Hagenbach, J. J. Balmer und W. Ritz, in: Naturwissenschaften 9, 1921, 451-455; H. 
Balmer, J. J. Balmer, in: Elemente der Mathematik 16, 1961, 49-60. 

3) J.J. Balmer, 1885, 560. 
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Y 


aßY de X n 69: Curveof Wave lengths. 
a ßyde Km 9: Curve of Reciprocals. 


Balmers geometrische Konstruktion des Linienspektrums 


Balmer vermerkt in dieser letzten Veröffentlichung kurz vor seinem Tod ab- 
schließend: Vielleicht ist diese Construktion geeignet, in die rätselhaften Er- 
scheinungen der Spektrallinien ein neues Licht zu bringen und auf den richtigen 
Weg zu führen, die wahre geschlossene Formel für die Spektralwellen zu fin- 
den...” 

In diesen beiden Zitaten gibt Balmer deutlich zu erkennen, daß ihn die Inter- 
pretation seiner eigenen Formel keineswegs voll befriedigt, und stellt selbst 
eine geometrische Lösung vor. Diese Konstruktion zeigt ein hohes Maß an Ori- 
ginalität und an geometrischem Können und führt auch zum besseren Verständ- 
nis des mathematischen Ausdrucks m? 

m?-n? 
1) J. J. Balmer, Eine neue Formel für Spektralwellen, in: Verhandlungen der Naturforschen- 


den Gesellschaft Basel 11, 1897, 448-460, Tafel VI; ders., in: The Astrophysical Journal 5, 
1897, 199-209, Tafel VIII. 
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Es ist an dieser Stelle nicht beabsichtigt, eine vollständige Analyse der Bal- 
merschen Konstruktion vorzunehmen; dies sei einer späteren Publikation vor- 
behalten. Doch soll hier wenigstens ein Punkt bzw. Ausschnitt seiner Konstruk- 
tion herausgestellt werden, der für die vorliegende Thematik von besonderem 
Interesse ist. Es ist dies die Möglichkeit, die pythagoreischen Zahlentripel nicht 
nur geometrisch zu konstruieren, sondern sie auch direkt mit der Balmerschen 
Formel in Verbindung zu bringen. Das Erstaunliche daran ist, daß dieser Zu- 
sammenhang weder von Balmer selbst, noch später in der Mathematik oder in 
der Physik erkannt wurde. Dabei ist diese Lösung von einer besonderen Ein- 
fachheit und Klarheit und hätte durchaus als Beispiel für den Nachweis der py- 
thagoreischen Zahlentripel auch für diesen physikalischen bzw. atomaren Be- 
reich herangezogen werden können. 


m 2 3 & 5 6 
min 32? «2 52 6%2 

es 

; m2-22 5 1200 21 32 
pythagoreische At > 6 22 a 
ed m2+ 22 13 20 29 «0 


Mit dem Nachweis der pythagoreischen Zahlen in der Balmerschen Kon- 
struktion ist jedoch noch keine harmonikale Analyse gegeben. Bevor eine sol- 
che möglich ist, muß zunächst das Zahlenmaterial (140) vorgestellt werden, 
das in den einzelnen Serienspektren des Wasserstoffatoms vorliegt. Dabei ist 
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Lyman-Serie: 
Th. Lyman, 1906 


Seriengrenze: 


Balmer-Serie: 
J. J. Balmer, 1885 


Seriengrenze: 


Paschen-Serie: 
F. Paschen, 1908 


Seriengrenze: 


Brackett-Serie: 
F. S. Brackett, 1922 


Seriengrenze: 


Pfund-Serie: 
A. H. Pfund, 1924 


Seriengrenze: 


[1Ä = 10°!0m] 


Wellenlänge in Ä 


12136 
1025.7 
912.3 
949.7 
911:7 


Wellenlänge 


6562.8 
4861.3 
4340.5 
4101.7 
3970.1 
3889.1 
3835.4 
3791.93 
3646 


Wellenlänge 


18751 
12818 
10938 
10050 
9546 
8204 


Wellenlänge 


40512 
26251 
14584 


Wellenlänge 


74000 
22788 


g nm wm 


3 


ee rn A 


goanaur 


gg, mn 


m? 


m?-1? 

4/3 

9/8 

16/15 bis m = 10 
25/24 bekannt 
1/1 


m? 


m? - 2? 

9/5 

16/12 - 4/3 

| 

36/32 — 9/8 

49/45 

64/60 — 16/15 

81/77 bis m = 37 
100/96 — 25/24 bekannt 
1/1 


m? -4? 
25/9 

36/20 — 9/5 
1/1 
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es zweckmäßig, nicht nur eine einzige Serie zu analysieren, sondern zu zeigen, 
daß in allen Serienspektren das gleiche harmonikale Grundschema vorliegt und 
daß diese auch untereinander verbunden sind. Es soll damit der allgemein vor- 
herrschenden Meinung widersprochen werden, daß das wirkliche Spektrum sich 
klassisch jedenfalls auf keine Weise deuten läßt!. 

Die Schwierigkeit der Interpretation beginnt schon mit der Balmerschen 
Formel, da die sich ergebenden Verhältniszahlen, bezogen auf die Seriengrenzen, 
keinesfalls Schwingungszahlen oder Intervallen zugeordnet werden dürfen, wie 
dies häufig gemacht wird. Der mathematische Ausdruck 


m? 


ern 
führt zu einem Verhältnis von quadratischen Größen und steht damit im Ge- 
gensatz zu den linearen Größen, wie sie im akustischen Bereich anfallen. Es ist 
also zunächst einmal nötig, die quadratischen Zahlenqualitäten in lineare Grö- 
ßen zu transformieren, um sie harmonikal vergleichen zu können. Damit stößt 
man auf ein weiteres Kriterium, das für die Frage nach der Harmonie von ent- 
scheidender Bedeutung ist. Die Harmonie ist zwar mit den einfachen ganzen 
Zahlen verbunden, doch Rationalität allein genügt keinesfalls, um die Harmo- 
nie zu erkennen; am Beispiel der Kristallindizes wurde dies schon ausführlich 
dargestellt. Es stellt sich vor allem die Frage nach dem übergeordneten Prinzip. 
Dieses besteht sowohl im Nachweis der pythagoreischen Zahlen als auch in ih- 
rer Beziehung zu den Zahlenpaaren und Intervallen. Es kann demnach erst dann 
von harmonikalen Verhältnissen gesprochen werden, wenn sie mit den im klas- 
sischen Sinne verwendeten Begriffen identisch sind. 

Die Rationalität der Zahlen ist keineswegs auf die Kristalle oder Spektral- 
linien beschränkt, sondern ist ein in der Naturwissenschaft häufig anzutreffen- 
des Phänomen, wie z. B. im Periodensystem der chemischen Elemente, in den 
Formeln chemischer Verbindungen oder in der Quantenphysik. Doch erst die 
Verbindung der rationalen Zahlen mit den pythagoreischen Zahlentripeln gibt 
die Möglichkeit zu ihrer harmonikalen Interpretation und zur Übertragung auf 
das rechtwinklige Achsenkreuz eines oktavbegrenzten Raumes. Darin liegt die 
besondere Bedeutung der pythagoreischen Zahlen. 

Wir wissen aus zahlreichen Erfahrungen, daß in der atomistischen Welt neue 
fremdartige Gesetze herrschen, in denen eine uns noch unvollkommen verständ- 
liche Harmonie ganzer Zahlen zum Ausdruck kommt, die sogenannte Quanten- 
theorie von Planck?. Dieser noch unvollkommen verständlichen Harmonie gan- 
zer Zahlen, wie sie in den Spektrallinien des Wasserstoffatoms den mathemati- 


1) W. Schallreuther, Einführung in die Physik, 3. Band: Optik und Atomphysik, Leipzig 
1956, 369. 
2) M. Born, Die Relativitätstheorie Einsteins, Berlin 1922°, 262. 
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schen Hintergrund bilden, soll im Verlauf dieses Kapitels ausführlicher nachge- 
gangen werden. 

Man geht heute allgemein davon aus, daß das Ordnungsprinzip der Spektral- 
linien einer Serie des Wasserstoffatoms — sowohl für das Gitter- als auch für das 
Prismenspektrum — mathematisch durch die folgende Formel ausreichend be- 
schrieben ist: 


are ai m? ) ältere Schreibweise 
Z (m? m? (Balmer 1885) 

er R a e 4, neuere Schreibweise 

\ m "m? (Rydberg 1890) 


wobei Ry für die sogenannte Rydberg-Konstante (= 109677,7 cm!) steht. J. R. 
RYDBERG (1854-1919) fand heraus, daß die von Balmer gefundene Formel 
sich auch auf die Spektren einiger anderer Elemente übertragen läßt. In der äl- 
teren Schreibweise entspricht C = 3645,6 Ä der Seriengrenze des Linienspek- 
trums der Balmer-Serie und ist mathematisch mit dem Kehrwert der Rydberg- 
Konstante verbunden. 
2 
Berg 
Für den Nachweis der harmonikalen Strukturelemente ist es ratsam, von der äl- 
teren Schreibweise der Balmerschen Formel auszugehen, da zur geometrischen 
Konstruktion die Wellenlängen X geeigneter sind als ihr reziproker Wert 1/X in 
der neueren Schreibweise Rydbergs. In dieser reziproken Darstellung liegt auch 
die Ursache, daß es kaum weitere geometrische Lösungsvorschläge! für die Bal- 
mersche Formel gibt. 
Untersucht man harmonikal die den Wellenlängen entsprechenden Zahlen- 
verhältnisse 


m? 


m?’-n? 


der fünf Serienspektren genauer (140), so bekommt man ein Bild der teilweise 
recht hohen Zahlenwerte. In diesen Reihen, vor allem in der Lymanserie, sind 
einerseits einfache Zahlenverhältnisse wie 4/3, 9/8, 16/15, 25/24 vertreten, die 
auch harmonikal bekannt sind. Andererseits kommen Zahlenverhältnisse vor, 
die so hoch und kompliziert sind, daß sie für eine harmonikale Bewertung nicht 


1) Vgl. dazu: L. Banet, Evolution of the Balmer Series, in: American Journal of Physics 34, 
1966, 456-503; ders., Balmer’s Manuscripts and the Construction of his Series, ebenda 38, 
1970, 821-828; J. Mac Lean, On Harmonic Ratios in Spectra, in: Annals of Science 28, 
1972, 121-137; A. Hermann, Lexikon Geschichte der Physik A-Z, Köln 1972, 24. 
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herangezogen werden können. Darüber hinaus ist der Zahlenwert in einigen Ver- 
hältnissen, z. B. in den Anfangsgliedern der Paschen-, Brackett- und Pfundserie, 
größer als zwei, und dadurch hat es zumindest den Anschein, als würde hier der 
Oktavenraum bzw. das Verhältnis der Oktave überschritten. 

Um zu einer echten harmonikalen Lösung vorzudringen, müssen diese Zah- 
lenverhältnisse in entsprechend einfachere Intervalle umgewandelt werden. Es 
ist hierzu lediglich notwendig, den mathematischen Ausdruck 


aufzuschlüsseln: 
1) Das strukturelle Bindeglied m? - n? ist ein Teil der Formel zur Bildung 
der pythagoreischen Zahlentripel: 


(m? -n?)? + (2mn)? = (m?+n?)2 
Der allgemeine Nachweis pythagoreischer Zahlen ist schon in der Balmerschen 
Konstruktion enthalten. 


2) Der mathematische Ausdruck 


m? 


m?’—n? 


läßt sich nach der binomischen Formel in zwei Teile zerlegen: 


m m 
und 
mtn m-n 


auf die sich die harmonische Teilung oder harmonische Proportion und die bei- 
den Formeln der harmonischen und arithmetischen Mittelbildung gleicherma- 
ßen anwenden lassen. 

3) Jede Spektrallinie stellt mathematisch das arithmetische Mittel der harmo- 
nischen Teilung oder das Produkt der inneren und äußeren Teilung dar und steht 
geometrisch sowohl im Mittelpunkt des Apollonischen Kreises als auch optisch 
im Brennpunkt von vier harmonischen Punkten. 

Die hier vorgeschlagene Lösung des Problems liegt deshalb nicht nur im 
Nachweis pythagoreischer Zahlen, sondern das Kernstück wird gebildet durch 
die harmonische Teilung oder harmonische Proportion, da sich in ihr alle bisher 
behandelten harmonikalen Strukturelemente wiederfinden und sich auf einfa- 
che Weise geometrisch darstellen sowie stereometrisch und harmonikal inter- 
pretieren lassen. 

Damit wird deutlich, daß auch die einzelnen Serienspektren des Wasserstoff- 
atoms als Ausdruck eines räumlich-harmonikalen Strukturphänomens angesehen 
werden müssen. 
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Harmonische Teilung oder Harmonische Proportion 


Die harmonische Teilung stellt geometrisch die rationale Teilung einer Strek- 
ke AB durch einen inneren Teilungspunkt X und einen äußeren Teilungspunkt 
Y dar. Diese vier Punkte A, B und X, Y auf einer Geraden heißen harmonische 
Punkte. Die Strecke AB ist durch die Punkte X und Y harmonisch geteilt, wenn 
die Proportion 


AX:XB=YA:YB 


oder wenn das Doppelverhältnis der beiden zugeordneten Punkte A,Bund X, 
Y gleich -1 ist. Dementsprechend wird umgekehrt auch die Strecke XY durch 
die Punkte A und B harmonisch geteilt. 


AXanl YAyıs 1 Harmonisches 
XB ° YB Doppelverhältnis 
(m) 
A B Y 
% Y 
innere äuNere 
Teilung Teilung 
AX_YA_m 
XB YB n 


Über die harmonische Teilung lassen sich die rationalen Zahlen m und n direkt 
in komplementäre Intervalle umwandeln, ohne daß die pythagoreischen Drei- 
ecke zunächst in Erscheinung treten. 


AX YB 
AB YxX 2 


Intervall, ® Intervall, = Oktave 
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Die Verbindung von pythagoreischen Dreiecken und den vier harmonischen 
Punkten läßt sich dadurch herstellen, daß jeweils über den beiden zugeordneten 
Punkten A, B und X, Y ein Kreis gezogen wird. Die Mittelpunkte M und N der 
beiden Kreise sowie der Schnittpunkt O bilden das den rationalen Zahlen m 
und n entsprechende pythagoreische Dreieck. 


_M_ 1 m 

m+n A m-n 

A M x B N af 
innere Ort der äufere 
Teilung Spektrallinie Teilung 


In dieser Abbildung sind alle Strukturelemente enthalten, die zur geometrischen 
und harmonikalen Analyse erforderlich sind: Zahlenpaare, pythagoreische Zah- 
lentripel und harmonische Teilung. 

Der mathematische Ausdruck 


m? 


m?-n? 


läßt sich so arithmetisch über die binomische Formel und geometrisch über die 
harmonische Teilung zerlegen, doch gibt dieser mathematische Vorgang nur 
unvollständig seine eigentliche Bedeutung wieder. 


m? 2 m ® m 
m?-—n? m+tn m-n 
innere Teilung äußere Teilung 
Intervall, Zahlenverhältnis 


Dies kommt schon dadurch zum Vorschein, daß den beiden Teilungsverhältnis- 
sen inhaltlich eine vollkommen verschiedene Bedeutung innewohnt. Nur der 
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Zahlenwert der inneren Teilung 


m 
mtn 


kann einem Intervall zugeordnet und damit auch in den Oktavenraum eingeord- 
net werden. Die unterschiedliche Bewertung hat ihren Ursprung darin, daß bei 
der harmonischen Teilung von zwei verschiedenen Richtungen ausgegangen 
wird. 


m N 
Ä Kapend Y AKA ng 
XB YB 


Beide Richtungen führen damit auch zu komplementären Intervallen, wodurch 
die Thematik von Harmonie und Komplementarität eine besondere Akzentuie- 
rung erfährt. 


AX = YB N 1 
AB YxX 2 
Intervall, ® Intervall, = Oktave 


Die komplementären Intervalle entsprechen zwar beide dem gleichen pytha- 
goreischen Zahlendreieck, doch nur das erste Intervall ist direkt der Einheits- 
strecke AB = 1/1 zugeordnet. 

Das pythagoreische Dreieck bildet damit in der harmonischen Teilung die 
Klammer, durch die die beiden Kreise verbunden sind und über die ganz kon- 
kret eine harmonikale Zuordnung von Intervallen vorgenommen werden kann: 


Zahlenpaar: m und n 
pythagoreische Zahlen: [%(m? -n?)]? + [mn]? = [%(m? +n9)]? 
Intervall;: > 
m+tn 
mtn 
Int ll;: 
ntervall, ER 
Intervall, ® Intervall, =  Oktave 
m m+tn s 1 
m+n 2m 2 


Der Ort der Spektrallinie wird bei der harmonischen Teilung durch die Strecke 
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2 


m 
m?’-n? 
bestimmt. Die Strecke AN ist einerseits das arithmetische Mittel (aM = 
EL Die R FRI Yi } j 
er inneren (a an ) und äußeren (b Anker ) Teilung und andererseits das 


harmonische Mittel (hM = - 2 5) der Strecken AB und AY. 


ee.) 
+ + _ & 
arithmetisches Mittel aM: Se DE use 
2 2 m’—-n 
Mesa I 
> { j 2: AB -AY _ Ii’m-n- m? 
harmonisches Mittel hM: AB+AY = 1 = = re 
Il m-n 


Apollonischer Kreis 


Er wird definiert als geometrischer Ort aller derjenigen Punkte, deren Entfer- 
nungen von zwei gegebenen Punkten ein konstantes Verhältnis haben!. Geome- 
trisch läßt sich der Ort jeder Spektrallinie N über den Apollonischen Kreis am 
einfachsten demonstrieren, da hier schon die harmonische Teilung und die vier 
harmonischen Punkte vorgegeben sind. 


(0) 
0' 
A X B N Y 
Des 
je a 
AR u AO Ta AO, DAY, An 
XB OB O’B YB n 


1) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, 4. Band, Berlin 1940°, 224. 
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Harmonische Teilung in der Optik 


Die harmonische Teilung und die vier harmonischen Punkte spielen auch in 
der Optik eine Rolle!, und zwar bei der mathematischen Behandlung der sphä- 
rischen Linsen und Spiegel. Dies ist umso interessanter, als es sich bei den Spek- 
trallinien ebenfalls um optische Phänomene handelt. 

Es soll hier nur ein Teilaspekt herausgegriffen werden, der für das geometri- 
sche Verständnis der vier harmonischen Punkte und des fünften Punktes, zu- 
gleich Ort der Spektrallinie N und des Brennpunktes F eines optischen Systems, 
von Bedeutung ist. 


zZ 
D 

= 
oO 
> 


m-n m2-n2 ı m+n 
\ 


Die Abbildung stellt einen Hohlspiegel dar mit dem Scheitelpunkt Y, dem 
Mittelpunkt X, der Strecke XY als Radius und als Bildpunkte A und B, entspre- 
chend den harmonischen Punktepaaren X, Y und A, B. Der Brennpunkt FE ist 
gleichzeitig Ort der Spektrallinie in der bisherigen Darstellung über die harmo- 
nische Teilung. Die in der Optik allgemein übliche Formel zur Bestimmung des 
Brennpunktes 


entspricht der Balmerschen Formel, indem lediglich vom Punkt Y aus gerechnet 
wird, da Brennpunkt und Ort der Spektrallinie bei gleichem Teilungsverhältnis 
m:n identisch sind. 

Eine weitergehende Interpretation der harmonischen Teilung und anderer 
harmonikaler Inhalte wird im Kapitel der Musikalischen Geometrie vorgenom- 
men, da dort eine konkrete Zuordnung von Tönen und Intervallen über das Mo- 
nochord möglich ist. 


1) E. Jochmann, Grundriß der Experimentalphysik, Berlin 1881”, 129; W. Schallreuther, 33f. 
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Es läßt sich nun jede Spektrallinie einzeln und im Zusammenhang mit den 
anderen über die harmonische Teilung geometrisch exakt konstruieren. Ent- 
scheidend für ihre geometrische Darstellung ist das Teilungsverhältnis m:n, das 
den Ort der Spektrallinie entsprechend dem mathematischen Ausdruck 


m? 


m?’-n? 
auf einer Wellenlängenskala festlegt. Die harmonikale Aufschlüsselung in innere 
und äußere Teilung macht es möglich, auch eine Zuordnung des entsprechenden 
Intervalls innerhalb des Oktavenraums vorzunehmen. Der Oktavenraum ist 
durch die beiden Grenzpunkte M und B auf der Einheitsstrecke AB entspre- 
chend der harmonischen Teilung in seinen Grenzen festgelegt, wobei sich über 
die innere Teilung sämtliche Intervalle m/(m + n) einordnen lassen. 


Pd 1 -  .----- > 
\ M X B j 

ı m? m 
% hr Ber A man? Er 


<—— Oktavenraum —> 


Die äußere Teilung führt zu Zahlenverhältnissen zwischen 1/1 und ®, die keine 
Intervalle im ursprünglichen Sinne darstellen, jedoch zu diesen in einer korrela- 
ten Beziehung stehen. Die Spektrallinien 


m? 


m?-n? 


nähern sich der Seriengrenze in dem Maße, wie sich die entsprechenden Inter- 
valle dem äußeren Grenzwert 1/1 des Oktavenraums nähern. Umgekehrt ent- 
fernen sich die Spektrallinien von der jeweiligen Seriengrenze so, wie sich die 
zugehörigen Intervalle dem inneren Grenzwert 1/2 des Oktavenraums nähern 
(vgl. die Diagramme der Seiten 150 und 151). 
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Die Spektrallinien der Lyman-Serie bilden die zahlenmäßig einfachste Reihe. 
Die nachfolgende Tabelle gibt einen Überblick über den harmonikalen Hinter- 
grund, der in den pythagoreischen Zahlen sowie in der inneren und äußeren 
Teilung und in den entsprechenden Intervallen des Oktavenraums besteht. 


2 . pythagoreische Intervalle 
Wellenlänge m m/l 72 Zahlen innere Teilung äußere Teilung 
m?’-1 2m m?+1? m m 
mt] m-] 
2157 2 2/1 4/3 3 4 5) 2/3 2/1 
1025.7 32318 #98 8 6 10 3/4 3/2 
9725 4 4/1 16/15 15 8 17 4/5 4/3 
949.7 5 5/1 25/24 24 10 26 5/6 5/4 
937.8 6 6/1 36/35 35 12 31 6/7 6/5 
| | | | | 
911.75 © 1/1 1/1 1/1 
Seriengrenze 


Die Spektrallinien der folgenden Serien (n = 2, 3, 4, 5) bieten ein ähnliches 
Bild, wobei es jedoch zu einer weiteren Differenzierung innerhalb des harmoni- 
kalen Ordnungsschemas kommt. Es treten jetzt auch die Vielfachen der pytha- 
goreischen Zahlen und der Intervalle auf, analog zu den Vielfachen der Zah- 
lenpaare. 
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Die einzelnen Serien stehen auch noch untereinander in einer ganzzahligen 
Relation. Aufbauend auf die Seriengrenze der Lyman-Serie lassen sich durch 
Quadrierung von n die verschiedenen Serien miteinander verbinden. Die Wel- 
lenlängen der Seriengrenzen verhalten sich wie 


Lyman- Balmer- Paschen- Brackett- Pfund-Serie 


n? 2 17 2? 32 4? 52 
n ; 1 2. 3 4 5 
‘in Ä: 911.7 3646 8204 14 584 22 788 


Die erste Spektrallinie H, in der Lymanserie mit X = 1215 hat die Verhältnis- 
zahl 4/3. Diese entspricht der Linie H, in der Balmer-Serie mit 16/12 und H, 
in der Paschen-Serie mit 36/27 usw. Mathematisch sind sie an das pythagore- 
ische Dreieck 3-4—5 und seine Vielfachen gebunden (vgl. die Diagramme der 
Seiten 155, 156 und 161). 

Das erste pythagoreische Dreieck 3-4—5 bildet so in den ersten beiden Spek- 
trallinien des Wasserstoffatoms — der H,- und H;-Linie der Lyman-Serie — den 
Anfang der Reihe der pythagoreischen Zahlen. Es tritt aber auch auf in der 


2. und 4. Spektrallinie der Balmer-Serie, 
3. und 6. Spektrallinie der Paschen-Serie, 
4..und 8. Spektrallinie der Brackett-Serie, 
5. und 10. Spektrallinie der Pfund-Serie. 


Es ist das einzige pythagoreische Dreieck, das komplementär direkt in den je- 
weiligen Serienspektren auftritt, während bei den anderen pythagoreischen Zah- 
len die Komplementarität nur über verschiedene Serien zum Vorschein kommt. 
Die besondere Stellung dieses ersten pythagoreischen Dreiecks wird dadurch 
noch unterstrichen (vgl. die Diagramme der Seiten 156 und 161). 
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In der bisherigen Form der geometrischen Darstellung sowie in der Balmer- 
schen Konstruktion (138) liegt ein linearer Maßstab für die Wellenlängenskala 
der Spektrallinien vor. Dieser ist identisch mit dem Gitterspektrum, da in die- 
sem Fall die Ablenkung der Spektrallinien direkt proportional der Wellenlänge 
ist. 


Gitterspektrum der Balmer-Serie (real) 


[0 +} 6 5 [A 3 m 
IE 2 6 m? 
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Während beim Gitterspektrum rotes Licht stärker abgelenkt wird als violet- 
tes, ist dies beim Prismenspektrum umgekehrt. Bei den Prismen kommen durch 
die Materialbeschaffenheit, z. B. Glas oder Quarz, noch weitere Stoffkonstan- 
ten für die Brechung und Dispersion hinzu, die für eine reale Wellenlängen- 
skala berücksichtigt werden müssen. Unabhängig davon kann man jedoch ein 
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idealisiertes Schema für das Prismenspektrum aufstellen, das den eigentlichen 
harmonikalen Hintergrund in den Abständen der Spektrallinien deutlich 
macht. (Eine spätere Veröffentlichung soll auf diesen Unterschied näher ein- 
gehen). 


Prismenspektrum der Balmer-Serie (idealisiert) 
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Ein solches „Prismenspektrum““ läßt sich ableiten, indem man von dem Ver- 
hältnis des Zahlenpaares n/m ausgeht und dieses mit dem mathematischen Aus- 
druck 

m? 


m’-n? 


verbindet und auf eine Wellenlängenskala überträgt. 


3» 


Dadurch ist es möglich, eine direkte Beziehung von den Zahlenpaaren m/n zu 
den Intervallen (m + n)/m und den Verhältniszahlen m?/(m? - n?) herzustellen 
und sie in den reziproken Oktavenraum 1/1 — 2/1 einzuordnen. 


© E PAT L 3 m 
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Oktavenreihe 
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Das Verhältnis 


n A-Xo 


m x 


das den Maßstab für diese Wellenlängenskala bestimmt, läßt sich geometrisch 
über die harmonische Teilung weiter aufschlüsseln. Als Einheit 1/1 wird die 
Strecke AB mit dem Teilungsverhältnis n/m vorgegeben. 


Damit wird der innere Zusammenhang zwischen den einzelnen Zahlenstruktu- 
ren deutlich, der gerade für eine harmonikale Bewertung so wichtig ist. 

Die harmonische Teilung in der Optik (148) gibt ein weiteres Beispiel dafür, 
den Abstand der Spektrallinien in einem theoretischen bzw. idealisierten Pris- 
menspektrum zu konstruieren. Auch diese Darstellung, wie sie am Beispiel der 
vier ersten Linien des Balmerspektrums entwickelt wurde, ist gut geeignet, den 
harmonikalen Hintergrund der Spektrallinien erkennen zu lassen (siehe das ne- 
benstehende Diagramm). 

Im Gesamtbild aller fünf Serienspektren (siehe die Tafeln der Seiten 160 und 
161) kommt insbesondere der Zusammenhang in der vertikalen Ebene zum 
Vorschein, indem bei gleichem Zahlenverhältnis n/m in den verschiedenen Zah- 
lenebenen die einander entsprechenden Verhältniszahlen m?/(m? - n?) und In- 
tervalle (m + n)/m direkt untereinander angeordnet sind. 
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Das wichtigste Ergebnis bleibt auch hier der Hinweis auf die beiden Grenzen 
des Oktavenraums, die — obwohl beide nur mathematisch direkt erfaßbar sind — 
dennoch eindeutig über die harmonische Teilung abgeleitet werden konnten. 


2 
A Spektrallinien Pr © 
Y Intervalle "7° A 


Diese Darstellung eines theoretischen Prismenspektrums, das unabhängig von 
den Stoffkonstanten irgendwelcher Prismen ist, läßt sich damit direkt in eine 
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Analogie zu einer klingenden Saite eines Monochords bringen. Dadurch ge- 
winnt eine solche Ableitung gerade für die Frage nach der Harmonie in den 
Spektrallinien eine besondere Bedeutung. 


Schon W. RıTz! kommt in seiner Dissertation von 1903 zu einer interessan- 
ten geometrischen Aussage bei der Interpretation der Formel für die Serienspek- 
tren: Trotz vielfacher Versuche ist es mir nicht gelungen, eine andere geometri- 
sche Figur zu Grunde zu legen als das Quadrat. Man kann sich dasselbe viel- 
leicht als eine der Flächen eines Kubus vorstellen. Die Symmetrie der Formel 


ins x 1 1 r (m+tn)'’(m-n) 

Se SBIeäRy = Ey m?:n? ] 
entspricht sehr der eines Quadrates mit seinen zwei Diagonalen, nicht aber der 
einer Kugelfläche. 


Im Ansatz ist hier jedoch nicht eine Symmetrie, sondern die harmonische 
Teilung vorgegeben, die nur über die ältere Schreibweise, wie sie Balmer 1885 
vorlegte, geometrisch abgeleitet werden kann. 


2 
m m m 
er SE j 
m+n m-n 


‘ innere äußere 
harmonische Teilung 


Auf das von Ritz entwickelte Kombinationsprinzip für die Spektrallinien, in 
dem ebenfalls 


1 1 
m? mi 


auftritt, wird hier nicht weiter eingegangen, um dieses Thema nicht zu sehr zu 
spezialisieren. 

Das für die Harmonie entscheidende Strukturglied ist der mathematische 
Ausdruck 


ELERe 5 bzw. DR 

m’-n n 
der in allen Linienspektren des Wasserstoffatoms vorkommt und in dem m und 
n ganze Zahlen (Quantenzahlen) bedeuten. Dies ist in beiden Darstellungsfor- 
men der Fall, sowohl in der älteren von Balmer als auch in der neueren von 
Rydberg. 


1) W. Ritz, Zur Theorie der Serienspektren, Leipzig 1903, 20. 22. 46. 
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Die Konstante C wurde von Niels BOHR! weiter aufgeschlüsselt und direkt in 
eine Beziehung zum Planckschen Wirkungsquantum h, zur Ladung e und zur 
Masse m des Elektrons gesetzt. 


Dabei spielte für Bohr die Balmersche Formel bei der Entwicklung seines Atom- 
modells eine besondere Rolle: As soon als I saw Balmer's formula the whole 
thing was immediately clear to me?. 

Die Frage der Harmonie wurde durch die neue Konzeption des Bohrschen 
Atommodells gar nicht berührt, da die Rydberg-Konstante nur irrationale Ele- 
mente aufweist, während der mathematische Ausdruck 


unverändert rational blieb und auf seinen harmonikalen Hintergrund gar nicht 
untersucht wurde®: 


Die Diskrepanz zwischen den klassischen Vorstellungen von Intervallen und 
harmonischen Oberschwingungen, wie sie analog aus dem akustischen Bereich 
bekannt waren, und den Schwingungskomponenten im Bohrschen Atommodell 
blieb erhalten. Bohrs Ausführungen zu den harmonischen Schwingungen, Ober- 


tönen, Oktave u. ä. lassen die Verschiedenheit der Begriffe deutlich hervortre- 


ten*. 


Der mathematische Ausdruck 


1 
ei 


1 
bzw. dessen Kehrwertt n?( - 
Niauım 


2 n? 


1) N. Bohr, Drei Aufsätze über Spektren und Atombau, Braunschweig 1922, 26. 

2) U. Hoyer, Bohrs Weg zur Atomtheorie, in: Physikalische Blätter 38, 1982, 348; A. Her- 
mann, Frühgeschichte der Quantentheorie, Mosbach i. B. 1969, 173f. 

3) Nach: O. Höfling, Physik, Band 2, Teil 3: Quanten und Atome, Bonn 197912 759, 

4) N. Bohr, Drei Aufsätze über Spektren und Atombau, 28ff. 
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ist auch in den Spektren anderer Elemente der eigentliche harmonikale Grund- 
baustein. Seine Interpretation am konkreten Beispiel der fünf Linienspektren 
des Wasserstoffatoms gibt nun die Möglichkeit, sie auch auf den weiteren Be- 
reich der Atome und Moleküle auszudehnen, so daß sich diese über die Spek- 
trallinien durchaus im Sinne eines idealen harmonischen Oszillators interpretie- 
ren lassen. 

Dies gilt z. B. für das Moseley’sche Gesetz (1913), in dem ebenfalls der ma- 
thematische Ausdruck 1/n? - 1/m? enthalten ist. 


Z = Kernladungszahl 


1} en "EB REN eines Elementes 
te Den ne * = 10! bis 10! A 
(als Röntgenstrahlen) 


Auch in diesem Fall ist es möglich, über die ganzen Zahlen m und n einen Zu- 
sammenhang mit den pythagoreischen Zahlen herzustellen und damit harmoni- 
kal zu interpretieren. Vor allem das Moseley’sche Gesetz gestattet die Auswei- 
tung auf das gesamte Periodensystem der Elemente, wodurch der harmonikale 
Aufbau sich als ein allgemeines Naturprinzip interpretieren ließe. Ein detaillier- 
tes Eingehen auf diese schwierige Thematik ist jedoch in diesem Rahmen nicht 
möglich. 

Die Entdeckung der Formei durch Balmer bedeutete einen wichtigen Meilen- 
stein im physikalischen Verständnis der Spektrallinien und wird 1984 100 Jah- 
re alt. J. J. Balmer führte damit die ganzen Zahlen m und n in das spezielle Ge- 
biet der Spektrallinien ein. Diese allein bestimmen Ort und Reihenfolge inner- 
halb eines Serienspektrums. Es sind die gleichen Zahlen, wie sie Chr. J. WEISS 
über das Rationalitätsgesetz in die Kristallographie einführte. Rationalität ist 
damit ein wesentliches Merkmal in der Naturbeschreibung. Für die Frage der 
Harmonie bildet die Formel von Balmer eine Schlüsselfigur, da in ihr wichtige 
harmonikale Strukturelemente enthalten sind: 

— Die pythagoreischen Zahlen treten komplementär im Gesamtbereich der Li- 
nienspektren des Wasserstoffatoms auf; und 

— über die harmonische Teilung lassen sich die den ganzen Zahlen m und n ent- 
sprechenden Intervalle ableiten und 

— innerhalb eines oktavbegrenzten Raumes einordnen. 

Die Bezeichnung harmonische Linienspektren, wie sie vor der Entdeckung der 

Balmerschen Formel geprägt wurde, hatte also durchaus ihre Berechtigung. Es 


fehlte lediglich der letzte Schritt, die Formel 
m? 
m?’-n? 


mathematisch zu zerlegen und im Sinne der harmonischen Teilung auszulegen. 
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Da die Spektrallinien im sichtbaren Bereich des Lichts in ihren Wellenlängen 
ganz bestimmten Farben entsprechen, ist es wahrscheinlich, über das Komple- 
mentaritätsprinzip auch zu einer Harmonie der Farben zu kommen. Die 
Schwierigkeiten für den konkreten Nachweis harmonikaler Strukturelemente, 
wie z. B. komplementärer Intervalle, sind zweifellos groß. Und doch muß es 
diese auch in den Farben geben, wenn Harmonie in der Natur ein allgemein 
gültiges Prinzip sein soll. 

Mit der harmonikalen Interpretation der Spektrallinien des Wasserstoffatoms 
liegt damit ein weiteres Beispiel eines harmonikal-strukturierten Raumes vor, 
dessen innere und äußere Begrenzung durch die Oktave festgelegt ist. Die Idee 
einer räumlichen Begrenzung, die nur harmonikal erfaßbar ist, findet somit 
auch im Spektralbereich des Wasserstoffatoms ihre Bestätigung. Der strukturel- 
le Nachweis von Intervallen innerhalb des Oktavenraumes begründet darüber 
hinaus auch die Harmonie in den Linienspektren und damit erst die eigentliche 
Spektralmusik in den Atomen. 
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PYTHAGOREISCHE ZAHLEN 
IN HARMONIKALEN ORDNUNGSSYSTEMEN 


Aus den bisherigen Ausführungen zur Interpretation der (kubischen) Kristal- 
le und der Spektrallinien des Wasserstoffatoms ergibt es sich von selbst, die py- 
thagoreischen Zahlen auch zur Darstellung von harmonikalen Ordnungssyste- 
men heranzuziehen. Dabei bilden die pythagoreischen Zahlen mit den zugeord- 
neten Zahlenpaaren und den komplementären Intervallen den Kern einer har- 
monikalen Zahlentheorie, die es ermöglicht, diese drei grundverschiedenen ma- 
thematischen Zahlenebenen zu einer Einheit zu verbinden und stereometrisch 
auf das rechtwinklige Achsenkreuz innerhalb eines Tonraums zu übertragen. Das 
Vorbild für eine derartige strukturelle Verbindung von Zahlen war zunächst in 
den (kubischen) Kristallen gegeben, da an diesen Körpern die drei Zahlenebenen 
konkret nachgewiesen werden konnten. In den Spektrallinien des Wasserstoff- 
atoms ließ sich über die harmonikale Interpretation der Balmerschen Formel 
ein Ordnungsprinzip ableiten, das diese drei Zahlenelemente zu einem harmoni- 
kalen Gesamtsystem verband. Die ganzen Zahlen h und k der Kristallindizes 
bzw. m und n in den Spektrallinien bilden als Zahlenpaare den Ausgangspunkt 
zur Darstellung der pythagoreischen Zahlen wie auch der Intervalle, entspre- 
chend der Formel: 


Zahlenpaare pythagoreische Zahlentripel Intervalle 
EEE m 
m/n (m?-n?) + (2mn) (m?’+n‘) en 


Aus dieser harmonikalen Einheit der drei verschiedenen Strukturebenen lassen 
sich 1. das mathematische Prinzip der Obertonreihe und 2. ein hierarchisches 
Ordnungsprinzip für die Intervalle innerhalb des Oktavenraumes ableiten. 

In der Obertonreihe liegt das Prinzip einer Reihenfolge von ganzen Zahlen 
vor, die als Schwingungszahlen auf eine Grundschwingung bezogen sind. Es ist 
jedoch anschaulicher, die Obertonreihe mit den Längenverhältnissen einer 
schwingenden Saite zu verbinden, wie dies in der musikalischen Akustik der 
Fall ist. Dabei ergibt sich bekanntlich ein verengendes Prinzip: 
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Teilungsverhältnis (Zahlenpaan min 


Oberschwingungen als 


1 _Schwingungszahlen m+n 
Y Oberschwingungen als Ar n 
Längenverhältnisse 

% Intervalle als m 
Längenverhältnisse men 
j m?-n? 
pythagoreische Zahlen 2mn 
m2+n? 


1] 2] 
| 


alı a1 sh 


8 1524 
6 8% 
10 726 


Durch das Teilungsverhältnis (= Zahlenpaar) wird einerseits das Intervall 
festgelegt, wie sich andererseits aus der Ergänzung zur ganzen Strecke (oder 
Saite) der dazugehörige Oberton ergibt. Beide sind auf den gleichen Punkt der 
Strecke des Achsenkreuzes bzw. der Saite innerhalb des Oktavenraums bezo- 


gen. 
NN 
Val y Intervalle Obertöne 
m n 
en was pita® nun u Ar Bey, Men m Men” 
Ya A % % 
a a Zn I I + Ger — 


Überträgt man diesen harmonikalen Sachverhalt auf weitere Teilungsverhält- 
nisse, indenenn=2,3,4,5 undm >n ist, so ergibt sich ein Gesamtschema 
von sich immer weiter differenzierenden, übereinandergelagerten Obertonrei- 
hen, die jede für sich genommen den Rahmen einer Oktave nicht überschreiten 
und sich dennoch auf den gleichen Oktavenraum beziehen lassen. Das Ord- 
nungsprinzip in den übereinander angeordneten Obertonreihen ist damit in er- 
ster Linie ein Reihenprinzip mit der gleichen Bezugsgröße n, wobei diese Grö- 
ßen n wiederum der Obertonreihe entsprechen. 
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ne ORHONBINTRTT Te te > 


Obertöne = Fr 


PP ERTL SA R 
Teilungsverhältnis Intervall pythagoreische Zahlen Oberton als Dilferenz 
der Saite zur ganzen Saite 
m:] reg] Ton 2m m?-1? m?+1? ne Ton 
14:21 1f2nnse 1/2 c 
21 2/3 8 4 — 3-5 113228 
77 3/74 f£ 6 — 8—- 10 1/4 6, 
4:] 4/55 € 8- 15- 17 t/3%@ Lei 
ER 5/6 es 10 - 24 — 26 ei 
6:1] 6/7 es 12 — 35 — 37 1/7 b- 
ER! 7/8 d+ 14 —-— 48 — 50 1/8cpict 
Bet 8/9 d 16 -— 63 — 65 19m 'd? 
9:1 9/10 d- 18 - 80 - 832 1/10 e” 
10:1 10/11 20 — :99 - 100 1/11 2m! 
1 11/12 22 — 120 - 124 1/12 gR 
ı age 12/13 24 — 143 — 145 1/13 a-” 
192.1 13/14 26 — 168 — 170 1/14 b-” 
14:1 14/15 28 — 195 - 197 1715. h7 
narag) 15/16 30 — 224 — 226 1/l0 €7 
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Dadurch, daß jede dieser Obertonreihen einen anderen Bezugston hat, wird 
es verständlich, daß dem gleichen Oberton verschiedene Intervalle entsprechen 
können. 


z.B. 4/3 5/2 6/1 Teilungsverhältnis m/n 


4 5 6 m 
7 7 7 Intervall AmeTeE 
7 7 - Oberton re, 


(als Schwingungszahl) & 


Das hier vorgestellte Obertonprinzip einer übereinander angeordneten Rei- 
henentwicklung ist nicht auf den musikalisch-akustischen Bereich beschränkt, 
sondern bildet die harmonikale Grundlage auch in den Spektrallinien des Was- 
serstoffatoms als Bestandteil der inneren harmonischen Teilung. Es ist über ein 
derartiges Schema sehr einfach, aus dem Teilungsverhältnis einer Strecke (= Sai- 
te) direkt das Intervall und als Restintervall den Oberton zu bestimmen und 
stereometrisch auf das Achsenkreuz zu übertragen. 

Die pythagoreischen Zahlen treten hier nicht direkt in Erscheinung, obwohl 
sie den eigentlichen harmonikalen Hintergrund bilden. Ohne diesen strukturel- 
len Zusammenhang von Zahlenpaaren, Intervallen und Obertönen mit den py- 
thagoreischen Zahlen bliebe ein derartiges Schema ein rein theoretisches Mo- 
dell. 

Der Oktavenraum ist der begrenzende Rahmen nicht nur für die Entwick- 
lung von Reihen nach dem Obertonprinzip, sondern auch für die Idee einer 
Rangordnung von Intervallen, bei der die besondere Funktion der pythagore- 
ischen Zahlen noch deutlicher hervortritt. 

Die Vorstellung einer harmonikalen Rangordnung setzt den Vergleich von 
Intervallen innerhalb eines geordneten Systems voraus. Sie wird im übertrage- 
nen Sinne bekanntlich durch eine von oben nach unten abnehmende Bedeu- 
tung gekennzeichnet. Eine solche Fragestellung kann allgemein auf hierarchi- 
sche Strukturen in der Natur übertragen werden!. 

Über die Beziehung der komplementären Intervalle zu den Zahlenpaaren und 
den pythagoreischen Zahlen läßt sich auf mathematischer Basis eine Intervall- 
ordnung ableiten, die der vorgegebenen Definition entspricht. Die Ableitung 
einer Intervallreihe mit entsprechend abnehmender Bedeutung wird hier durch 
die Hypotenusen m? + n? der pythagoreischen Dreiecke bestimmt. 

Der mathematische Ausdruck der Quadratsumme a? + b? findet sich in der 


1) Vgl. L. L. Whyte et al. (eds.), Hierarchical Structures: Proceedings, New York 1969. 
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angewandten Mathematik häufig bei der Bestimmung von Kristallstrukturen! 
über die Röntgenspektren „/h? +k? wie auch in der harmonischen Analyse? 
von Klängen „/a? + b? (Fourieranalyse) oder bei den Klangfiguren? quadrati- 
scher Membranen \/a? + b?, um nur einige konkrete Beispiele zu nennen. Über 
die Hypotenusen liegt damit ein einfaches mathematisches Prinzip vor, die py- 
thagoreischen Zahlen und die ihnen entsprechenden Intervalle in ein hierarchi- 
sches System, wie es der Oktavenraum darstellt, einzubinden. 

Die folgende Tabelle bringt die Rangordnung der Intervalle bis zum pytha- 
goreischen Dreieck 11-60--61*. 


1) P. Niggli, Krystallographische und strukturtheoretische Grundbegriffe, 3. Kap.: Kubische 
Krystalle und Krystallrfäume, Quadratsummen der Indizes von 1 bis 100, in: Handbuch der 
Experimentalphysik, Leipzig 1928, 120f. 

2) Handbuch der Physik, 2. Band: Akustik, Leipzig 1909, 35, 

3) Ebenda, 368f. 

1) Eine umfassendere Zusammenstellung von Zahlenpaaren, pythagoreischen Zahlen und 
Intervallen (ohne deren Vielfache), die alle Hypotenusengrößen kleiner als 275 einschließt, 
ist im Anhang (246) beigefügt. 
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Harmonikale Rangordnung 


Zahlen- pythagoreische Zahlentripel Rangordnung Vielfache der 
paare Katheten Hypotenuse der Intervalle Grundtripel 
m/n m?:-n? 2mn m?+n? = 
2/1 3 4 5 2/3 1 (3--4—5) 
3/1 8 6 10 3/4 2 (3-45) 
3/2 5 12 13 3/5 1(5-12-13) 

= 9 12 15 _ 3 (3-4--5) 
4/1 8 15 17 4/5 1 (8-15—17) 
4/2 12 16 20 4/6 2/3 4 (3—4-5) 
4/3 | 24 25 4/7 1 (7-24—25) 

_ 15 20 25 - 5 (3-4—5) 
5/1 24 10 26 5/6 2 (5-12-13) 
5/2 21 20 29 5/7 1 (20-21—29) 

- 18 24 30 - 6 (3-4--5) 
5/3 16 30 34 5/8 2 (8-15-17) 

_ 21 28 35 _ 7(3-4-5) 
6/1 12 38 3. 6/7 1 (12--35—37) 

— 15 36 39 — 3 (5-12-13) 
6/2 32 24 40 6/8 3/4 8 (3-4--5) 
5/4 9 40 41 5/9 1 (9-40—-41) 
6/3 27 36 45 6/9 2/3 9 (3—4-5) 
7/1 48 14 50 7/8 2 (7-24—25) 

_ 30 40 50 _ 10 (3—4-5) 

_ 24 45 | - 3 (8-15—-17) 
6/4 20 48 32 6/10 3/5 4 (5-12-13) 
2 45 28 53 7/9 1 (28-45-53) 

_ 33 44 55 _ 11 (3-45) 
7/3 40 42 58 7/10 2 (20-21-29) 

_ 36 48 60 _ 12 (3-4-5) 


6/5 11 60 61 6/11 1 (11-60-61) 
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Untersucht man ein derartig aufgeschlüsseltes harmonikales Ordnungssystem 
genauer, so ergibt sich: 

1) Die Vielfachen der Zahlenpaare führen auch zu den entsprechenden Viel- 
fachen der pythagoreischen Zahlen und der Intervalle, entsprechend den ange- 
gebenen Formeln. 


Zahlenpaare pythagoreische Zahlen Intervalle 
ee) ZEN EIN m 

m/n (m? -n?)? + (2mn) (m?+n?) ne 
z.B. FAN 3 4 s) 2/3 
3/1 8 6 10 3/4 
4/2 12 16 20 4/6 
6/2 32 24 40 6/8 
6/3 27 36 45 6/9 

9/3 12 54 90 9/12 


Je zwei Zahlenpaare bilden analog zu den Intervallen eine komplementäre Ein- 
heit, und dies gilt auch für die Vielfachen der beiden anderen Zahlengrößen. 

2) Andererseits gibt es jedoch zahlreiche Vielfache von pythagoreischen Zah- 
lentripeln, die sich nicht in dieses Schema einordnen lassen. Als Beispiel werden 
hier nur einige Vielfache des Grundtripels 3—4—5 angeführt. 


9 i2 L5 
15 20 25 
18 24 30 
21 28 33 
30 40 50 


Über die entsprechenden Formeln lassen sich diese pythagoreischen Zahlentri- 
pel weder mathematisch aus Zahlenpaaren aufbauen noch harmonikal in Inter- 
valle umwandeln. Damit ist ein einfaches Unterscheidungsverfahren für pytha- 
goreische Zahlentripel gegeben. 

Das hierarchische Ordnungsprinzip für die ersten 12 Intervalle, die sich aus 
den Zahlenpaaren und pythagoreischen Zahlentripeln innerhalb eines Oktaven- 
raums mathematisch ableiten lassen, führt somit zu der folgenden Reihe: 
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l/l Prim als Grenzintervalle 
1/2 Oktave des Oktavenraums 
2/3 Quinte 
3/4 Quarte 


3/5 große Sexte 

4/5 große Terz 

4/7 Naturseptime 

5/6 kleine Terz 

5/7 Tritonus 

5/8 kleine Sexte 

6/7 septimale Kleinterz 


5/9 kleine Septime 


Der Anfang einer solchen hierarchischen Ordnung wird zunächst durch die 
Grenzintervalle des Oktavenraums — Prim und Oktave — gebildet, da diese, wie 
ausführlich dargestellt, keinen pythagoreischen Zahlen zugeordnet werden kön- 
nen und damit unter allen Intervallen eine Sonderstellung einnehmen. Es folgen 
die beiden komplementären Intervalle der Quinte 2/3 und der Quarte 3/4, die 
im ersten pythagoreischen Dreieck 3-4—5 ihren Ursprung haben. Diese begrün- 
den damit den eigentlichen Anfang der harmonikalen Rangordnung, sowohl 
für die pythagoreischen Zahlen als auch für die Intervalle. 

Die Bedeutung der pythagoreischen Zahlen wird besonders dadurch unter- 
strichen, daß sie nicht nur eine Brücke schlagen zwischen so weit auseinander- 
liegenden Bereichen wie beispielsweise den Kristallen, den Spektrallinien und 
den Tönen, sondern auch die Grundlage bilden für den Nachweis weiterer har- 
monikaler Ordnungssysteme in anderen Bereichen der Natur. 
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MUSIKALISCHE GEOMETRIE 


Die Untersuchung der pythagoreischen Zahlen innerhalb eines harmonikal 
strukturierten Raumes läßt sich besonders auf den musikalischen Bereich über- 
tragen. Dies ergibt sich nicht nur aus den Intervallbezeichnungen, die bekannt- 
lich aus der Musiktheorie stammen, sondern auch daraus, daß die Komple- 
mentarität der Intervalle den harmonikalen Hintergrund bildet für die Idee 
einer Harmonie der Gegensätze, der Gegensätze, die sich aus einer Einheit 
ableiten oder zu dieser zusammenfügen lassen. Es muß deshalb kurz der Be- 
deutung des Begriffes Harmonie nachgegangen werden, zumal gerade dieser 
Begriff für das Verständnis der gesamten Thematik von Harmonie und Kom- 
plementarität wichtig ist. 

Man versteht heute allgemein unter Harmonie (von griech. harmonia „Ein- 
tracht“) die Wohlgeordnetheit, den Zusammenklang, auch als Grundprinzip 
einer allgemeinen Weltordnung!. In der ursprünglichen antiken Bedeutung des 
Wortes harmonia, das aus einer indogermanischen Stammsilbe ar oder har her- 
vorgegangen sein soll, verstand man darunter jedoch ‚‚die Vereinigung von Ent- 
gegengesetztem oder Verschiedenartigem zu einem geordneten Ganzen‘“. Un- 
ter harmonia wurde also nicht das gute Einvernehmen von Gleichartigem, 
Gleichgesinntem verstanden, sondern die Zusammenfügung von Andersartigem, 
Auseinanderstrebendem?. Das Verständnis des Begriffes Harmonie in der heu- 
tigen Interpretation hat sich also von der ursprünglichen Bedeutung weit ent- 
fernt. 

Der geschichtliche Hintergrund des Wortes harmonia ist wesentlich älter als 
der der Komplementarität. Das von lat. complementum „Ergänzung“ gebilde- 
te Wort ist erstmals im 15. Jahrhundert bei PEURBACH und REGIOMONTANUS 
nachweisbar. Es war aber damals so geläufig, daß man auf einen älteren Ur- 
sprung schließen muß‘, 


1) Brockhaus Enzyklopädie, Band 8, Wiesbaden 1969, Artikel Harmonie. 

2) H. Hüschen, Artikel Harmonie, in: Musik in Geschichte und Gegenwart 5, 1956, 1588ff; 
ders., Der Harmoniebegriff im Mittelalter, in: Studium Generale 19, 1966, 548ff. 

3) M. Vogel, Harmonia und Mousike im griechischen Altertum, ebenda 533-538. 

4) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, Band 4, 1932?, ph 
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Der Begriff der Komplementarität allein hätte hier nicht genügt, da auch 
zwei irrationale Teile ein Ganzes bilden können, wie dies am Beispiel des 
geometrischen Mittels „2, des Teilungspunktes des Oktavenraumes, schon 
demonstriert wurde, was aber auch für andere ‚temperierte“ Intervallpaare 
gilt. 


harmonikal = 
komplementär 3/2 _ e ı 
Quinte ® Quarte =  Oktave 
temperiert 12 a7 12/5 S 
komplementär v2 ® Va) 2/1 


Es wurde schon erwähnt, daß nur rationale rechtwinklige Dreiecke in — eben- 
falls rationale — Intervalle umgewandelt werden können. Die Harmonie setzt 
gleichsam diese Rationalität der Intervalle voraus, wie sie bekanntlich in der 
Musiktheorie nur in der Reinen Stimmung vorliegt. Die inhaltliche Bedeutung 
der Harmonie geht damit wesentlich über den Begriff der Komplementarität 
hinaus. Die beiden reinen Intervalle Quinte 2/3 und Quarte 3/4 stellen über 
das pythagoreische Dreieck 3—4—5 das erste gegensätzliche Paar dar, das aus 
der Ganzheit des Oktavenraums hervorgegangen ist. 

Eine Morphologie der Musik läßt sich theoretisch durchaus an stereometri- 
schen Tonkörpern entwickeln, die sich auf einen ihnen entsprechenden akusti- 
schen Tonraum beziehen lassen. Sie geht dabei von einem idealen Tonraum 
aus und überträgt die einzelnen harmonikalen Ergebnisse auf den realen Ton- 
raum der schwingenden Saiten (bei Saiteninstrumenten) oder schwingenden 
Luftsäulen (bei Blasinstrumenten). Ein Musikinstrument hat nicht den glei- 
chen idealen stereometrischen Hintergrund eines Tonkörpers wie die (kubi- 
schen) Kristalle. Die Schwingungsformen der von einem Bogen angestrichenen 
Saiten entsprechen z.B. dreieckförmigen Kippschwingungen und sind schon 
von daher nur bedingt mit idealen Schwingungsformen vergleichbar. Bei den 
Blasinstrumenten ist es nicht anders. Doch geht jede Theorie von bestimmten 
vereinfachten und idealen Voraussetzungen aus und versucht, diese mit den 
realen Gegebenheiten in Einklang zu bringen. 

Unter der Vielzahl der regelmäßigen und unregelmäßigen Bewegungsvorgän- 
ge fallen besonders die Schwingungserscheinungen auf. Ihr Kennzeichen ist 
die periodische Wiederkehr eines bestimmten Kurvenverlaufs. Die Schwingung 
als Naturvorgang ist für die Naturerkenntnis von besonderer Bedeutung. Es las- 
sen sich nämlich nicht nur periodische Vorgänge jeder beliebigen Form, son- 
dern auch vollkommen unperiodische Abläufe so auffassen, als wären sie durch 
das Zusammenwirken von einfachen Schwingungen entstanden. Zudem lassen 
sich bei jedem Vergleich zweier einfacher periodischer Schwingungszüge (mit 
Ausnahme der Prim und der Oktave) die drei Zahlenebenen: Zahlenpaare, py- 
thagoreische Zahlentripel und Intervalle, nachweisen. Dabei ist es gleich, ob 
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von dem Schwingungsverlauf eines akustischen oder eines optischen Intervalls 
ausgegangen wird. Man vergleiche im Anhang (236) das Beispiel der Quinte 2:3. 

Die drei Zahlenebenen finden sich auch bei so typischen geometrischen Fi- 
guren wie Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln, bei denen sie ebenfalls zu neuar- 
tigen harmonikalen Ergebnissen führen, die hier jedoch nicht weiter behandelt 
werden können. 

Darüber hinaus läßt sich der Schwingungsvorgang eines Intervalls mit der 
Darstellung der LISSAJOUSschen Figuren verbinden, wobei sich interessante 
harmonikale Zusammenhänge ergeben. Die Lissajous-Figuren stellen Überla- 
gerungsfiguren dar, die durch das Zusammenwirken von zwei Schwingungen 
verschiedener Richtung zustande kommen. Besonders interessant ist der Fall, 
wenn die beiden Schwingungen senkrecht zueinander erfolgen. Dabei ergeben 
sich nur dann geschlossene Figuren, wenn die Schwingungen zueinander in 
einem rationalen Verhältnis stehen. Durch derartige Figuren ist es mög- 
lich, Intervalle in einer zweidimensionalen Form darzustellen und die hörbare 
dreidimensionale Form mit der sichtbaren zweidimensionalen Form eines In- 
tervalls über die entsprechenden Winkel harmonikal zu vergleichen. 

Die Winkel in den Knotenpunkten der Lissajous-Figuren innerhalb des zwei- 
dimensionalen rechtwinkligen Achsenkreuzes entsprechen dem Teilungsver- 
hältnis des Kreises. Gerade durch die geometrischen Möglichkeiten der harmo- 
nischen Synthese und der Lissajous-Figuren kommen bei gleichen Intervallen 
neue Winkelelemente hinzu. Diese Winkel zeigen sich nur in der zweidimensio- 
nalen Ebene und dürfen nicht verwechselt werden mit den Winkeln der pytha- 
goreischen Dreiecke in den kubischen Körperformen (236). 

Die Lissajous-Figuren stellen damit ein ausgezeichnetes optisches Mittel dar, 
das Wesen der Intervalle über die einfachen bis komplizierter aufgebauten ra- 
tionalen Zahlenverhältnisse zu erfassen. Sie mögen hier als Beispiel dafür die- 
nen, daß musikalische Intervalle auf der zweidimensionalen Ebene eines Oszil- 
lographen sichtbar gemacht werden können. 

Bei gleicher Phasenlage ergeben sich für die ersten Intervalle die folgenden 
Lissajous-Figuren': 


1) H. Backhaus, Theorie akustischer Schwingungen, in: Handbuch der Physik, Band 8, Ber- 
lin 1927, 26-30. 
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Die scheinbar offene Form bei den Intervallen 1:1 und 3:5 erklärt sich daraus, 
daß sie in ihrem Verhältnis nicht die Zahl 2 enthalten. 

Aus der vorliegenden harmonikalen Untersuchung ergibt sich die Möglich- 
keit, auf mathematischem Weg direkt in das räumliche Strukturprinzip der In- 
tervalle und über ihre entsprechenden Zusammensetzungen auch der Akkorde 
einzudringen, indem diese über die pythagoreischen Zahlen und ihre Zuord- 
nung auf das Achsenkreuz in die Dreidimensionalität übertragen werden. Die 
komplementären Intervalle sind das Ursprüngliche, auf dem erst sich eine mu- 
sikalische Geometrie aufbauen läßt. Durch die mathematische Verbindung der 
drei Zahlenebenen: Zahlenpaare, pythagoreische Zahlen und Intervalle, wird 
eine Tür geöffnet zu einem Tonraum, der es erlaubt, musiktheoretische Zu- 
sammenhänge auf neuartige Weise zu interpretieren. 

Alle Intervalle lassen sich innerhalb eines harmonikal-komplementären Ord- 
nungsschemas einordnen und auf ein Toninstrument wie z. B. das Monochord 
übertragen. Ein solches akustisches Meßinstrument bietet durch seinen schlich- 
ten Aufbau die günstigste Voraussetzung, die einzelnen Intervalle, Tonzahlen 
und Obertöne akustisch zu überprüfen, indem die Idee des Oktavenraums auf 
die Eine Saite des Monochords transformiert wird. 

Die gegenüber stehende Abbildung zeigt im oberen Teil die Töne der Ober- 
tonreihe, sowohl mit ihren Schwingungszahlen als auch mit den entsprechen- 
den Saitenlängen. Die ganze Saite wird als Einheit 1/1 gesetzt, wobei sich das 
Obertonprinzip einer sich immer mehr verengenden Reihe von Tönen ergibt. 

Der untere Teil der Abbildung zeigt dagegen die komplementären Intervalle 
der Oktavenreihe in ihrem harmonikalen Zusammenhang mit den pythagore- 
ischen Zahlentripeln und den Teilungsverhältnissen der ganzen Saite 1/1. 
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In diesem Kapitel ‚Musikalische Geometrie‘ wird versucht, einige grundle- 
gende Erkenntnisse, die sich als wesentliche Bestandteile der Harmonikalen 
Stereometrie herausstellten, in den musikalisch-akustischen Bereich zu über- 
tragen. Die Schwierigkeiten, die sich dabei ergeben, liegen vor allem darin, daß 
hier stereometrische Zusammenhänge in einen Bereich transponiert werden, 
der einer anderen Dimension, z. B. einer Saite, angehört. Andererseits werden 
musikalische Intervalle zur Beschreibung von Strukturen und Ordnungsprinzi- 
pien in Kristallen und Spektrallinien herangezogen. obwohl solche Bezeich- 
nungen in den speziell naturwissenschaftlichen Bereichen nicht üblich sind. 
Aus diesem Grund wird hier die Übertragung auf die musikalische Akustik ge- 
wählt, da es so eher möglich ist, die harmonikalen Zusammenhänge der gan- 
zen Zahlen inden einzelnen Zahlenebenen transparent zu machen. 

Es gibt ohnehin verschiedene Geometrien: eine euklidische, eine nichteukli- 
dische, eine projektive, eine hyperbolische und eine höherdimensionale Geome- 
trie. Ihnen wird eine von der Natur geprägte musikalische Geometrie! hinzuge- 
fügt. Wie dies schon ausführlich gezeigt werden konnte, hat sie einen konkreten 
harmonikalen Hintergrund. Die musikalische Geometrie hat aber nur da einen 
Sinn, wo in den Intervallen von rationalen Zahlenverhältnissen ausgegangen 
wird, wie dies innerhalb der Musiktheorie für die Reine Stimmung gilt. Tempe- 
rierte Intervalle und Akkorde lassen sich nur in Ausnahmen geometrisch kon- 
struieren?. Dies ist mit der Grund, daß relativ selten geometrische Darstellun- 
gen in der Musiktheorie oder auch umgekehrt musiktheoretische Zusammen- 
hänge in der Geometrie anzutreffen sind. 

Die musikalische Geometrie bleibt, auch wenn man sie auf die schwingende 
Saite überträgt, in erster Linie immer ein räumliches Strukturphänomen. Sie 
geht damit von der Dreidimensionalität aus, obwohl sie in einem Intervall auf 
das Längenverhältnis zweier gleichzeitig schwingenden Saiten beschränkt ist. 

Durch die Hinzunahme weiterer Zahlenelemente wie der Zahlenpaare und 
der pythagoreischen Zahlentripel wird der mathematisch-harmonikale Zusam- 
menhang scheinbar erschwert. In Wirklichkeit bilden diese drei Zahlenebenen 
eine strukturelle und in sich geschlossene Einheit. Sie sind es, die den eigent- 
lichen Hintergrund für die musikalische Geometrie bilden. Dadurch wird auch 
verständlich, warum man das pythagoreische Dreieck 3-4—5 harmonikal nicht 
einfach über die Zahlen 3, 4 und 5 interpretieren kann, wie dies gerade in der 
harmonikalen Literatur häufig anzutreffen ist. So kann man auch die Zahlen- 
paare, z. B. (2/1), (3/1), obwohl sie ein Längenverhältnis auf der schwingenden 
Saite darstellen, nicht ohne weiteres als Intervalle bezeichnen, ohne diesen Ge- 
samtzusammenhang zu berücksichtigen. 


1) Vgl. dazu W. Harburger, Musikalische Geometrie, in: Zeitschrift für Musikwissenschaft 
11, 1929, 193-211. 

2) E. Günther, Mathematische Betrachtungen zur diatonischen und temperierten Tonleiter, in: 
Zeitschrift für den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 55, 1924, 22-29. 
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Das nachfolgende Beispiel soll dies verdeutlichen. Die Teilung der schwin- 
genden c—Saite im Verhältnis 2:1 führt zum Intervall der Quinte 2/3, so wie 
analog beim Teilungsverhältnis 2:3 das Intervall der großen Sexte 3/5 entsteht. 
Im ersten Fall bilden die entstehenden Saitenabschnitte die Töne g und g’ und 
damit eine Oktave, im zweiten Fall bilden die Töne a und e eine Quinte, doch 
nur im Verhältnis zueinander und nicht im Verhältnis zum Grundton der gan- 
zen Saite. 


1.Beispiel: 
g (Oktave) g’ 
2 1 
% % Y 
Quinte (c-Saite) 
2.Beispiel: 
a (Quinte) e 
3 2 
% % N 
groNe Sexte (c-Saite) 


Durch die stereometrische Übertragung auf das rechtwinklige Achsenkreuz 
eines Tonraumes ist es möglich, die hier auftretenden Zahlen entsprechend 
harmonikal einzuordnen, wobei über die Winkelfunktionen die zugehörigen 
pythagoreischen Dreiecke zur Geltung kommen. 
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Eine solche Klangfigur stellt einen zweidimensionalen Schnitt durch die 
Achsenebene eines begrenzten räumlichen Gebildes von stehenden Wellen dar. 
Man muß diesen harmonikalen Hintergrund unbedingt berücksichtigen, wenn 
man die ganzen Zahlen, wie sie in den Indizes der Kristalle, den Linienspektren 
der Atome oder auch im musikalischen Bereich vorkommen, in einen größeren 
Zusammenhang stellen will. Nur so lassen sich einerseits die Zahlen in den Kri- 
stallindizes als Intervalle interpretieren, wie es andererseits möglich ist, musika- 
lisch-akustische Gesetzmäßigkeiten in eine direkte Beziehung mit den pythago- 
reischen Zahlen in den Linienspektren des Wasserstoffatoms zu bringen. 


Aus der Vielzahl der Möglichkeiten, geometrische Inhalte harmonikal zu in- 
terpretieren, wäre vor allem die Harmonische Teilung zu nennen. Sie spielte ins- 
besondere bei der harmonikalen Interpretation der Spektrallinien des Wasser- 
stoffatoms eine wesentliche Rolle, weshalb es notwendig ist, ausführlicher auf 
sie einzugehen. Darüber hinaus findet sie sich in der angewandten Mathematik, 
wie z. B. in der Optik und in der Akustik. 

Sie wird geschichtlich schon wegen der Bezeichnung harmonisch auf PYTHA- 
GORAS (um 530 v. Chr.) und seine Schüler zurückgeführt und meist auch in 
eine Beziehung zur Musiklehre gebracht. Die harmonische Teilung einer Strecke 
in einen inneren und äußeren Teilungsabschnitt wird allerdings erst durch 
APOLLONIUS von Perge (um 200 v. Chr.) und PAPPUS (um 300 n. Chr.) be- 
legt!. Apollonius benutzt dabei noch nicht das Wort harmonische Teilung, son- 
dern schreibt den Satz als Proportion?. Die harmonische Teilung läßt sich je- 
doch auch mit den drei Mittelbildungen: harmonisches, geometrisches und 
arithmetisches Mittel, verbinden, die geschichtlich älter sind und erstmals von 
ARCHYTAS von Tarent (um 330 v. Chr.) erwähnt werden?. Auch Begriffe wie 
harmonisches Doppelverhältnis, harmonische Proportion, harmonische Punkte- 
paare, Harmonikale u. ä. gehören zur harmonischen Teilung und bilden heute 
die Grundlage der Maßbeziehung der Projektiven Geometrie. 

Da die harmonische Teilung im Kapitel der Spektrallinien (144) schon vor- 
gestellt wurde, kommt es hier mehr darauf an, zusätzliche Aspekte zu behan- 
deln und vor allem ihre geometrischen Inhalte auf die schwingende Saite eines 
Monochords zu übertragen. Indem bestimmte Zahlenverhältnisse harmonikal 
als Tonzahlen oder Intervalle interpretiert werden können, ist eine konkrete 
Aussage möglich. Es hat den Anschein, als müßte eine solche harmonikale In- 
terpretation sehr einfach sein. Vergleicht man jedoch die hierfür in Frage kom- 


1) Apollonius von Perge, Conica, III 37, Pappus, Werke, VII 161; R. Baltzer, Elemente der 
Mathematik, Band 1/2, Leipzig 1872, 383; J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathema- 
tik, Band 4, Berlin 1923°, 158 und 178. 

2) M. Cantor, Vorlesungen über die Geschichte der Mathematik, Band 1, 1907, 338. 

3) Archytas, frg. B 2;H. Diels/W. Kranz, Die Fragmente der Vorsokratiker, Zürich- Berlin 
196411,1435f. 
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mende Literatur, so stellt man fest, daß im allgemeinen die bisherigen Erklä- 
rungsversuche nicht befriedigen können. In beiden Fachbereichen: Mathematik 
und Musiktheorie/Harmonik, ist man völlig unkritisch in der Interpretation die- 
ses geometrisch-harmonikalen Sachverhaltes. Dies ist umso erstaunlicher, als es 
sich hier um eine sehr alte Thematik handelt, die schon wegen des geschichtli- 
chen Hintergrundes mehr Aufmerksamkeit verdient hätte. 

Das Grundprinzip der harmonischen Teilung besteht darin, daß eine Strecke 
AB innen durch den Punkt X und außen durch den Punkt Y so geteilt wird, daß 
das jeweilige Teilungsverhältnis in einer bestimmten inneren Ordnung der Ein- 
zelverhältnisse steht. Diese Eigenschaft nimmt LA HIRE! zur Grundlage seiner 
Definition: Eine Linie heißt harmonisch geteilt, wenn die ganze Linie zu einem 
der äußeren Abschnitte sich verhält, wie der andere äußere zum mittleren, oder 
wenn das Rechteck aus der ganzen Linie und dem mittleren Abschnitt gleich 
ist dem Rechteck aus den beiden äußeren Abschnitten. 


Hier liegt eine Definition der harmonischen Teilung vor, die sowohl für die er- 
ste als auch für die zweite Dimension gilt. 

Im folgenden soll nun eine Ausweitung auf die dritte Dimension des Ton- 
raums vorgenommen werden. Wird also eine Strecke AB innen und außen im 
gleichen Verhältnis m:n geteilt, so ist sie harmonisch geteilt. Mathematisch be- 
deutet dies, daß die vier harmonischen Punkte das Doppelverhältnis 


(A,B;X,Y) = -1 


1) La Hire, Sectiones conicae, Paris 1685; C. Adams, Die harmonischen Verhältnisse, Win- 
terthur 1845, 2. 
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bilden und daß die beiden Punktepaare A, B und X, Y sich gegenseitig bedin- 
gen. Entsprechend wird auch die Strecke XY durch die Punkte A und B har- 
monisch geteilt. AB heißt das harmonische Mittel zwischen AX und AY, wie 
umgekehrt XY das harmonische Mittel zwischen BY und AY ist. 


Teilungsverhältnis m:n 


A iM Sei m 
— 
AX 1 Ay Re 1 mathematische 
ee BY Definition 


Das gegensätzliche Prinzip, das durch die Richtungspfeile ausgedrückt ist, wird 
durch das negative Ergebnis (-1) erkennbar. Dies ist von wesentlicher Bedeu- 
tung auch für eine harmonikale Interpretation und führt dort über die komple- 
mentären Intervalle, die sich zur Oktave ergänzen, direkt zu einer Harmonie der 
Gegensätze. 


AX 63) BY = 1 

AB t XY 2 harmonikale 
> “— Definition 
AB & xXY = 2 

AX BY 1 


Geben wir an zwei konkreten Beispielen ein Bild der heute allgemein übli- 
chen Interpretation der harmonischen Streckenteilung, soweit sie auf musikali- 
sche Inhalte eingeht, so wird der Unterschied zur vorliegenden Auslegung be- 
sonders deutlich. 

1. Beispiel: Das Wort harmonisch ist aus der Musiktheorie übernommen. Gibt 
AY als gespannte Saite den Grundton, BY die Quinte, so bildet XY die große 
Terz — diese drei aber setzen den harmonischen Grundakkord zusammen!. 


1) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, Band 4: Geometrie, Berlin 19232, 158, 
178; 1940°, 235. 
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c & g -—— 
3 2 10 

A x B Y 

Y ae % 


Ay = l/l Grundton c 
XY = 4/5 große Terz e Dur-Dreiklang 
BY = 2/3 Quinte g 


Diese Interpretation der harmonischen Teilung geht auf GREGORIUS von St. 
Vincentius zurück, der sie in seinem Opus geometricum von 1647 beschrieb!, 
2. Beispiel?: 


Harmonische Teilung. Wird eine 
Strecke AB innen und außen im gleichen 
Verhältnis (m : n) geteilt, so sagt man, 
sie wird harmonisch geteilt. Die Punkte 
A, B, C und D heißen harmonische 
Punkte. Es ist dann 
AC:CB=DA:DB=m:n 
Die Bezeichnung „harmonische Punkte“ 
stammt von Pythagoras und rührt davon 
her, daß drei gleichartige und gleich stark 
gespannte Saiten, deren Längen der harmo- 
nischen Teilung entsprechen, eine Konso- 
nanz (einen Wohlklang) ergeben. Das 
gleiche gilt auch bei den Luftsäulen der 
Orgelpfeifen. Terz und Quinte bilden zu- 
sammen mit dem Grundton eine gute Kon- 
sonanz; auf diesem Dreiklang baut die ge- 
samte Harmonielehre auf. 


AC:CB=DA:DB=5:1 
AC:AD=CB:BD=2:3 


a 
Terz=$a ja 


Grundton =4 


Quinte "3 


Es muß gerade wegen dieser beiden Beispiele darauf hingewiesen werden, daß 
der Durdreiklang keinesfalls in dieser Form morphologisch abgeleitet werden 
kann, sondern sich nur aus den entsprechenden Intervallen zusammensetzen 
läßt. Außerdem läßt sich der entsprechende Molldreiklang nicht aus der harmo- 


1) Siehe Anmerkung 1 auf Seite 186. 

2) L. Kusch, Mathematik für Schule und Beruf, Band 2: Geometrie, Essen 197819, 124. Wei- 
tere Literatur: W. Lietzmann, Aufgabensammlung und Leitfaden der Geometrie, Leipzig 
1927*, 129; Brockhaus Enzyklopädie, Band 8, Wiesbaden 1969, 182. 
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nischen Teilung aufbauen. Somit wird deutlich, daß es sich hier um ein rein zu- 
fälliges Ergebnis handelt. 

Es ist kaum verständlich, daß man sich bei einer harmonikalen Interpretation 
nicht an die in der Mathematik vorgegebene Definition hält. Geht man nämlich 
von zwei entgegengesetzten Richtungen aus, wie es die mathematische Formel 
verlangt, liefern die beiden angeführten Beispiele bei gleichen Streckenabschnit- 
ten vollkommen andere Intervallwerte, nämlich die große Sext 3/5 und die klei- 
ne Terz 5/6, die sich zur Oktave ergänzen. Die Einheit (-1), die sich mathema- 
tisch aus der harmonischen Proportion ergibt, führt harmonikal zur Zweiheit 
der Oktave oder besser zu den beiden Grenzpunkten des Oktavenraums. 


(%) N % % 
% I? (2) AB =.1/l.=:c 


Die Intervallwerte, die der inneren Teilung entsprechen, sind entscheidend für 
die harmonikale Bewertung. 


AB XY ) 
3 5 ER 
sis Vs) 


oder in der reziproken Form . 


5 ale 
er WE DEP E AN 


Mit einer derartigen Interpretation ist ein neuartiger harmonikaler Inhalt ver- 
bunden, der sich prinzipiell auf jedes rationale Teilungsverhältnis z. B. einer Sai- 
te anwenden läßt. 


In der Musiktheorie wird unter dem Stichwort Harmonische Teilung meist 
nur die Harmonische Mittelbildung beschrieben. Die geometrische Behandlung 
der harmonischen Streckenteilung ist hier fast eine Rarität, obwohl diese und 
die harmonische Mittelbildung aufs engste miteinander verbunden sind. So 
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konnte nur in wenigen musiktheoretischen oder harmonikalen Werken die har- 
monische Streckenteilung nachgewiesen werden!. Man setzt allgemein die Strek- 
ke AY als Grundton an und interpretiert einseitig von einem äußeren harmoni- 
schen Punkt aus. Das gegensätzliche Prinzip, wie es in dem mathematischen 
Ausdruck 


(AB:XY) = -1 


zum Ausdruck kommt, wird auch hier überhaupt nicht berücksichtigt. 

Das übergeordnete Prinzip, dem die harmonische Teilung und ihre harmoni- 
kale Interpretation unterliegen, wird durch das Teilungsverhältnis m:n des Zah- 
lenpaares und die pythagoreischen Zahlen bestimmt, obwohl letztere nicht di- 
rekt in Erscheinung treten. 

In jeder harmonisch geteilten Linie ist die Summe der Quadrate der Distan- 
zen beider zugeordneten Punkten-Paare gleich dem Quadrat der Summe der 
beiden äußeren Abschnitte, d. h. AB? + XY?=(AX + BY)?. Diese Definition 
von C. ADAMS? in seinem ausgezeichneten Buch „Die harmonischen Verhält- 
nisse““ stellt die Verbindung her zwischen der Harmonischen Teilung und den 
Pythagoreischen Zahlen, jedoch ohne ihre harmonikale Umwandlung in kom- 
plementäre Intervalle vorzunehmen. 

Der strukturelle Zusammenhang von Zahlenpaaren, pythagoreischen Zahlen 
und komplementären Intervallen innerhalb der harmonischen Teilung und den 
vier harmonischen Punkten läßt sich am Beispiel des pythagoreischen Dreiecks 
3-45 auf einfache Weise darstellen. 


—> —> 
1. Zahlenpaar: AX EEE | 
2. Zahlenpaar: BY ; BX Ewa 


1) H. Husmann, Einführung in die Musikwissenschaft, Wilhelmshaven 1975, 122, E. Bindel, 
Zahlengrundlagen der Musik, 3. Teil, Stuttgart 1953, 63ff, 81ff; H. Kayser, Lehrbuch der 
Harmonik, Zürich 1950, 79ff,; H. Atteln, Das Verhältnis Musik — Mathematik bei Johannes 
Kepler. Ein Beitrag zur Musiktheorie des frühen 17. Jahrhunderts, Erlangen-Nürnberg, 1970. 
2) C. Adams, Die harmonikalen Verhältnisse, Winterthur 1845, 8. 
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pythagoreische Zahlen: (AB)? + (4XY)? = (KAX + %BY)? 


Bin 0 Tre 52 
ie —— 
komplementäre AX BY 1 
— ne = 
Intervalle: AB XY 2 
Quinte ® Quarte = Oktave 
23 ° ® 3/14 = 1/2 


Die Streckenabschnitte, die von den vier harmonischen Punkten A,B, X, Y 
gebildet werden, sind am ehesten über die Komplementarität zu verstehen. Es 
sind immer zwei verschiedene Teilungsverhältnisse oder Zahlenpaare, die zusam- 
men die gleichen Streckenabschnitte und auch die gleichen harmonischen Punk- 
te bilden. 

z.B. Teilungsverhältnis 2: 1 der Strecke AB 
und 3: 1 der Strecke XY 


x Y 


Die drei Streckenabschnitte der harmonischen Teilung enthalten in ihrem 
Verhältnis zueinander die gleichen Zahlenpaare wie die Pyramidenwürfel [hkO] 
in ihren Kristallindizes. Am Beispiel der beiden Pyramidenwürfel [210] und 
[310] 1äßt sich so die Komplementarität in der harmonischen Teilung direkt 
am Achsenkreuz nachweisen. 


= 3:1 
= 4/5 


=; 

— 

= 
I 


Q 
° 
a 

Il 
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Im ersten Fall des Pyramidenwürfels [210] wird der innere Teilungspunkt der 
Achsenstrecke AB durch den Schnittpunkt X des Würfels gebildet, während 
sich analog beim komplementären Pyramidenwürfel [310] der Teilungspunkt 
B der Strecke XY ergibt. Beide lassen sich so auch über die harmonische Tei- 
lung als eine komplementäre Einheit auffassen und in einen stereometrischen 
Zusammenhang bringen. 

Die harmonische Teilung läßt sich noch mit dem arithmetischen, geometri- 
schen und harmonischen Mittel verbinden. Dies spielte bei der harmonikalen 
Interpretation und geometrischen Darstellung der Spektrallinien des Wasser- 
stoffatoms eine besondere Rolle und wird hier noch einmal in einer Skizze vor- 
gestellt. 


A,B und X,Y als harmonische Punkte, entsprechend der harmonischen Teilung: 
m:n  Teilungsverhältnis einer Strecke AB= 1 


m 


LE innere Teilung (AX): are 


aT äußere Teilung (AY): — 
m-n 


; 2 I AXTAY 
hM harmonisches Mittel von AX und AY: 2 AXFAY 
gM geometrisches Mittel von AX und AY: YAX AY 

AX+AY 


aM arithmetisches Mittel von AX und AY: 5) 
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Man kann die harmonische Teilung auch zur geometrischen Darstellung der 
Reziprozität der inneren und äußeren Zahlenverhältnisse heranziehen. 


Beispiele: a MM y»-% — oo MM 3% 
<————— harmonische Teilung ———> 
3:1 


Es liegen in diesem Fall drei rechtwinklige Dreiecke B’CB, X’CX und Y’CY vor, 
die diese Umkehrung der Zahlenverhältnisse bewirken, wodurch die Zahlenbrü- 
che der harmonischen Teilung in die reziproke Form ungewandelt werden. 
Dann ist die Strecke AB das harmonische Mittel von AX und AY, die Strecke 
AB?’ das arithmetische Mittel von AY’ und AX’ und die Strecke AC das geome- 
trische Mittel von AB und AB’. 

Der Grenzfall der harmonischen Teilung ist gegeben, wenn die Strecke AB 
innen und außen im Verhältnis 1:1 geteilt wird. Der innere Teilungspunkt 
X = 1/2 entspricht der inneren Grenze des Oktavenraums XB = 1/2 - 1/1, wäh- 
rend der äußere Teilungspunkt Y im Unendlichen & liegt. Bei der reziproken 
Darstellung erfolgt eine zahlenmäßige Umkehrung des Oktavenraums, X’B’ = 
1/1 - 2/1, und entsprechend auch der hier auftretenden Intervalle. Der äußere 
Teilungspunkt Y = ® fällt durch die Umkehrung mit dem Punkt A zusammen 
(A=Y’=0/0). 


1)M. Zacharias, Elementargeometrie der Ebene und des Raumes, Berlin 1930, 97; ©. Her- 
mann, Über die Ableitung der Formeln bei der harmonischen Teilung, in: Zeitschrift für 
den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht 34, 1903, 340ff. 
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Oktavenraum 


9 % % Re 


Es ist jetzt auch möglich, die Längenverhältnisse der harmonischen Teilung 
auf die schwingende Saite des Monochords zu übertragen und harmonikal zu 


interpretieren: 


A X B Y 
innere aufere 
Teilung Teilung 


4 harmonische Punkte: A,Bund X, Y 


194 


komplementäre Teilungs- komplementäre Intervalle 

Dr 4 2/3 ı/ b; Eupes F 
Ba Far; 5/8 1/1 ne as 2 3 
RE 7 8/5 1/1 nr a e' 
Bee he a 7/8 ar d+ 
Do naar 3 1 Pi fis i bh 
ren 9 Tesla Be 9/16 yet b 


Im Grenzfall der harmonischen Teilung wird die Saite AB 1:1 geteilt. Der in- 
nere Teilungspunkt D bildet die innere Grenze des Oktavenraums, während der 
äußere Teilungspunkt Y im Unendlichen liegt. 


Harmonikal bedeutet dies, daß alle Intervalle X,, X», X, usw., auf die schwingen- 
de Saite bezogen, innerhalb des Oktavenraums, der Strecke DB, liegen und so 
durch die innere Teilung mathematisch festgelegt sind. 
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H— Intervalle des Oktavenraums —— 


©" a fs f ees e 

Vı % Yyıa %% M A hp Yyyı Yı 

D XKı X2 XKXı XsXs Be 
me erg 

KH —— innere Teilung ———«— äußere Teilung — 00 


Die Zahlenverhältnisse, die sich aus der äußeren Teilung ergeben, sind har- 
monikal nicht zu vergleichen mit den Zahlenverhältnissen der inneren Teilung. 
Nur die letzteren können als Intervalle des Oktavenraumes ausgelegt wer- 
den. Dieser mathematische Zusammenhang ist besonders für eine harmonikale 
Interpretation von Zahlenbrüchen entscheidend, da hier ein grundsätzlicher Un- 
terschied in der Bedeutung von analogen! Zahlenverhältnissen gegeben ist. Dies 
geht auch aus den Zahlenbeispielen der vorigen Abbildung eindeutig hervor. 

An diesem Beispiel wird deutlich, wie schwierig harmonikale Zusammenhän- 
ge zu interpretieren sind. Es ist zunächst nur schwer zu erfassen, daß im Fall 
des Teilungsverhältnisses 3:2 das entstehende Intervall der inneren Teilung 3/5 
die große Sexte bedeutet, während der entsprechende Zahlenwert der äußeren 
Teilung 3/1 lediglich ein Zahlenverhältnis darstellt. Hier wird ersichtlich, daß es 
einer harmonikalen Zahlenlehre bedarf, die auf ein akustisches Meßinstrument 
(Kanon) wie z. B. das Monochord begründet ist und dadurch einen neuen har- 
monikalen Inhalt der Zahlen vermittelt. Die Schwierigkeit der harmonikalen 
Interpretation von Zahlenqualitäten ist dabei keineswegs auf die harmonische 
Teilung beschränkt, sondern betrifft auch andere Gebiete. Die heutige Zahlen- 
lehre macht es sich zu leicht, wenn sie den Zahlen jegliche Qualitäten abspricht. 

Die Bedeutung der ganzen Zahlen im Naturbereich läßt sich sowohl für die 
Mathematik als auch für die Physik und Biologie verfolgen. So formuliert Paul 
GOHLKE in seinem Buch über ‚Die ganzen Zahlen im Aufbau der Welt‘: Wenn 
Max Planck recht hatte, daß alle Wirkung in der Welt nur ganzzahliges Vielfa- 
ches einer kleinsten Wirkung, also einer Wirkungsschwelle sein kann, dann 
kommt der ganzen Zahl für die Erkenntnis einer so beschaffenen Welt eine ein- 
zigartige Bedeutung zu, dann müssen die Gesetze der ganzen Zahlen Weltgeset- 
ze sein?. 


1) Zum Begriff analog: A. Szabo, Anfänge der griechischen Mathematik, Wien 1969, 197ff, 
Th. Horovitz, Vom Logos zur Analogie. Die Geschichte eines mathematischen Terminus, Zü- 


rich 1978. 
2) P. Gohlke, Die ganzen Zahlen im Aufbau der Welt, Paderborn 1965, 9. 
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Nach L. Kronecker (1823-1891) hat die natürlichen Zahlen der liebe Gott ge- 
macht, nach R. Dedekind (1831-1916) sind die ganzen Zahlen freie Schöpfun- 
gen des menschlichen Geistes. Für die Zahlentheorie ist es gleichgültig, wer die 
natürlichen Zahlen geschaffen hat.‘ Für MINKOWSKI (1864-1909) bedeutete 
die Zahlenlehre eine gewaltige Musik für diejenigen, die nicht nur erbaut, son- 
dern auch ergötzt sein wollen, die einschmeichelnden Melodien herauszuheben 
und so zu ihrem Genusse anzulocken?. 

Eine harmonikale Zahlenlehre, die diese Musik beschreibt, muß erst noch ge- 
schrieben werden. Ansätze in diese Richtung wurden vor allem durch die Har- 
monik Hans KAYSERs und seine Tonzahlen geleistet®. 

Es ist in diesem Rahmen nicht möglich, die vielfältigen Möglichkeiten auszu- 
schöpfen, die sich aus der Interpretation der harmonischen Teilung oder der 
vier harmonischen Punkte ergeben. Der Kreis des Apollonius wurde im Kapitel 
über die Spektrallinien schon vorgestellt (147). In diesen Bereich gehören aber 
auch der Satz des PTOLEMÄUS (um 150 .n. Chr.), der Satz des MENELAOS (um 
100 n. Chr.) sowie der FEUERBACHsche Kreis. Der Apollonische Kreis ist der 
elementarste der hier aufgeführten Sätze. Er bietet die Möglichkeit, die harmo- 
nische Teilung und die drei verschiedenen Zahlenebenen in einer einzigen, rela- 
tiv einfachen Figur geometrisch darzustellen. Diese Figur bildet die Vorlage für 
eine umfassende Zusammenstellung (198) der zugeordneten Zahlenpaare, py- 
thagoreischen Zahlen, harmonischen Teilung und komplementären Intervalle. 


> 
Z 
x 
© 
zZ 
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l. Zahlenpaar 2. Zahlenpaar 
AX.AC.AD AN DN YA a YB.YC.YE.YM EM AY_c 
XB CB DB ND NB'YB b BX CX EX ME MX AX d 


apollonische Zahlen a,b,c,d 


1)K.H. Indlekofer, Zahlentheorie, Stuttgart 1978, 18; H. Hasse, Vorlesungen über Zahlen- 
theorie, Berlin 1964, 1; R. Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig 
1930, IN. 

2) H. Minkowski, Gesammelte Abhandlungen, Leipzig 1911, XVIII: Gedächtnisrede von D. 
Hilbert. 

3) H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Kap.: Die ganzen Zahlen, 27-29. 
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Die beiden zugeordneten Zahlenpaare a/b und c/d stehen untereinander in 
einfacher Beziehung: 


atb=c 

a-b=d 
Dadurch ist es möglich, diese Zahlen, deren Kennzeichen das gleiche pythago- 
reische Dreieck ist, auch über ihre Quadrate in eine Beziehung zu bringen. 


(+6): (2 +d9)= 1:2 
Die Teilungsverhältnisse a/b und c/d lassen sich über den Apollonischen Kreis 


direkt ableiten. Dementsprechend nennt man diese Zahlen Apollonische Zah- 
len, da sie ganzzahlige Lösungssysteme der diophantischen Gleichung 


erd= 2 th 


darstellen!. Die Zahlen a, b, c, d stehen untereinander in vielfältiger Beziehung, 
da sie sich verschiedenen mathematischen Inhalten zuordnen lassen. Darüber 
hinaus bedeuten sie harmonikal als ganze Zahlen das Teilungsverhältnis einer 


Saite und führen damit direkt zu den entsprechenden komplementären Inter- 
vallen (s. auch die Tafel der nächsten Seite). 


a) Pythagoreische Zahlen 
eb, c?—-d2, ner 
3 - D?) hg er: - 4?) 2 
b) Diophantische Gleichungen 
(a?+b2)-(c?+d?) = (ac+bd)?+(bc + ad)? 
(a+b)?-(a-b) _ 
c?—-d? wi 
c? = d? 
a?+b? 


c) Harmonische Teilung 


1 


ad „ac 
bd bc 
ad bc 
ac 'bd 
ad+bc 
ac -bd 
d) Komplementäre Intervalle, die sich zur Oktave ergänzen 
a c 1 
ab ct 2 


1) J. Naas / H. L. Schmid , Mathematisches Wörterbuch, Berlin 1965, Band 1, 81; Meyers 
Lexikon der Technik und der Naturwissenschaften, Mannheim 1969, 162. 
2) M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Band 1, 1900, 482. 
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sı/el E1/6 Ca DIR Sr Lo A rel 5 S/EI r/6 


gI/Eel £1/8 Ha In ve CE A ie e/EI s/8 
8ı/T1 11/6 ca BIER CO 2 a Bi 9 L/II «/6 
rl/el EI/L TFT: EEE EI 9/L 
91/11 11/8 ee LIEOr EB = Zr 1 55 S/Il £/8 
rU/Tl IT/L ri ZIe RK sc, Er Her e/Il v/L 
91/6 6/8 FEFR: Se 1 ER 3: L/6 1/8 
ı/t 11/9 PETE Ben Er I/II s/9 
r1/6 6lL sI 01 se wa sazear S/6 UL 
01/6 6/S Er #5 ia For 16 1/6 p/S 
U L/9 5 508 Dr Zen ce S/L 1/9 
OL/L LIS re 28% re Pr E/L Us 
8/L L/v IE Br Pe U ee I/L E/v 
8/S S/v FRE FE Ei pe 8 IT E/S l/v 
g/S s/E DE @@E cin Zug 5 L/S TE 
vie EI EETEr I a > l/E 1/7 

sq pq pe p/> gfe 

7 z p = 21735 

FERSFER® Dg »00 er 9 = re 
AEFSBLEE \ = 5q. pe 24 + 28) = (EZ) + 29 - 2) Ü:I=@P+20):G4+ 2) 


(uauoruIsYend) SfeyTuouney) 
usjyezjjealsjuJ 9IeJusus[duoy Zunjro]L ayostuouuey uo[yez ay9sıa1ogeyJAd us[yez ayssıuojfody 


199 


Die Formel (a? + b?): (c? +d?)=1:2 ist so interessant, daß es angebracht 
erscheint, einige Anwendungsmöglichkeiten am Beispiel des pythagoreischen 
Dreiecks 3-4—5 herauszugreifen und mathematisch zu beschreiben. 

1) Schnitt durch die Achsenebene zweier komplementärer Pyramidenwürfel 


[210] - [310]: 
3 

COS z 35 2055 — oe 
ad 5 


1. Zahlenpaar-2./.1—2? + 1? —L 
2! Zahlenpaars/i w2417,, 2 


2) Parallelogrammsatz: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadra- 
te über den vier Seiten gleich der Summe der Quadrate über den Diagonalen. 


a?+b? 2 ll, 
2+d 2 


1 


32 + 52 Rep: 
00 


a?+b? 1 


2+d 2 


2r+ 192 +@/3?+192 2 1 
(/AErBar 2 ann? 
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3) Harmonische Teilung: 


Teilungsverhältnis der beiden 
Zahlenpaare 2/1 und 3/1 


a ae 
32+1]2 
2 3: Ir] 
HraTo 
2 - 3 
—— 


In Beispiel 1 konnten die Apollonischen Zahlen an den beiden kristallinen 
Pyramidenwürfeln [210] und [310] im Schnitt durch die Achsenebene nachge- 
wiesen werden und in Beispiel 3 mit den gleichen strukturellen Zahlenqualitä- 
ten über die harmonische Teilung, wobei sich die entsprechenden Intervalle di- 
rekt ableiten ließen. Beispiel 2a und 2b führten über den Parallelogrammsatz zu 
ganz anderen Zahlenverbindungen, obwohl in allen drei Fällen das pythagore- 
ische Dreieck 3-4—5 den Ausgangspunkt der Untersuchung bildete. 

Es ist nunmehr möglich, die ganzen Zahlen in ein harmonikales Gesamtsche- 
ma (198) einzuordnen und sie musikalisch zu bewerten. Man kann dies auf 
vielfältige Art erreichen, wobei jedoch immer die drei Zahlenebenen die tragen- 
den Säulen sind: 


Zahlenpaare = Apollonische Zahlen = Teilungsverhältnis einer Saite 
Pythagoreische Zahlen 
Intervallzahlen 


In der folgenden Figur bilden die Zahlenpaare die Katheten rechtwinkliger 
Dreiecke innerhalb eines Koordinatensystems. Verbindet man durch zwei 
Strahlen, die jeweils vom Punkt 0/O ausgehen, die gleichen Zahlenpaare (1/2, 
2/4, 3/6 usw.) mit dem gleichen Intervallwert und fällt auf einen der beiden 
Strahlen das Lot, so entsteht das dem Intervall entsprechende pythagoreische 
Dreieck (201 oben). 

Es lassen sich durch ein derartiges harmonikales Schema die einzelnen Zah- 
lenebenen auf einfachste Weise ineinander überführen, ohne daß jedesmal die 
entsprechenden Formeln herangezogen werden müssen. 

Das Beispiel des pythagoreischen Dreiecks 3—4—5 und des Zahlenpaares 
(2/1) führt so direkt zu dem Intervall der Quinte 2/3 und dem Ton g (201 un- 
ten). 


C 


vn RNHKR PR YARKCN KANMARMWUANR 7% 


201 


Teilungsverhältnisse der Saite 
=Zahlenpaare 


e 2% Se 5 fis f nn c ese ae q asa a b ce 
% KRIKRKRAVUSK Yı KAAY A R% Y% Y% 


«ee Intervalle — > — Intervalle > 


Beispiel: Teilungsverhältnis der Saite 
Dr 
Zahlenpaar 
pythagoreisches Dreieck: 3—4—5 


Intervall: 2/3 (g) 


N, 


PER 9 fisf ees c ese Eh g osa Bi @ 
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Jedes pythagoreische Dreieck tritt nicht nur als Grundtripel, sondern auch 
als kathetenvertauschtes Dreieck auf, welches harmonikal das komplementäre 
Intervall bildet. Dies wird in der folgenden Abbildung am gleichen pythagore- 
ischen Dreieck 3-4-5 und dem Zahlenpaar (3/1) demonstriert, das das Inter- 
vall der Quarte 3/4 und den Ton f bildet. Die Komplementarität von Winkeln 
und Intervallen, die dem gleichen pythagoreischen Dreieck zugeordnet werden, 
kommt in einem derartigen Schema auf einfachste Weise zum Ausdruck. 


Teilungsverhältnis der Saite: 3:1 


pythagoreisches Dreieck: 3—-4—5 
Intervall: 3/4 (f) 


e bb-aas g fsf ees c ese ffs g asa b-b “= 


N WNHRRRNMNPRKRNH KRANMANUYHR 7 


Eine etwas abgewandelte Darstellungsform erweitert die Beziehung der Zah- 
lenpaare in dem Koordinatennetz auf die den Längenverhältnissen reziproken 
Schwingungszahlen. Die pythagoreischen Dreiecke liegen ebenfalls zwischen 
den beiden Zahlenstrahlen, die den gleichen Intervallen bzw. Tönen entspre- 
chen, und haben im Punkt 0/0 ihren Ausgangspunkt!, 


1) Es gibt insbesondere in der harmonikalen Literatur ähnliche Figuren, jedoch mit einem 
anderen strukturellen Inhalt: A. v. Thimus, Die harmonikale Symbolik des Alterthums, Band 
1, Köln 1876, 132; H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950, 127; ders., Akroasis, 
Die Lehre von der Harmonik der Welt, Basel 1976°, 25. 
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Teilungsverhältnisse der Saite = Zahlenpaare 


c 
WA. f 
a 
ex nr 
%..9% 
& : 
u fis 
WW. g 
eier), oc: 
Y%" 7 S 


@ d eh s f fs  g ch Intervalle als 


MM RK AR, 9 c%% 
BREI IDAKNN. KH  % 


Langen- 
verhältnisse 

Schwingungs- 
A zahlen 


Eine solche Anordnung dient als Vorlage für eine weitere Variante, bei der 
direkt über die einfache Addition der Zahlen eines Zahlenpaares der entspre- 
chende Oberton gebildet und in eine Beziehung zu dem zugehörigen Intervall 
innerhalb des Oktavenraumes gebracht werden kann. Die Obertöne sind in der 
graphischen Darstellung jeweils in einer senkrechten Reihe angeordnet, deren 
oberster Ton den Grundton bildet. Die Idee wurde aus den Linienspektren des 
Wasserstoffs entwickelt und kann so als ein geometrisches Beispiel einer (sym- 
bolischen) Spektralmusik angesehen werden. 
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Obertöne 


a—n a —unein 


> E 


HH BR HN UT HH TE % 


———intervate————— ! 


| es-ese f fs g asa b-b 
UNNA % R%% 9% £ 
| 

TE % 3 Y 
kKrge oc g c 
me Z 6 5 & 
u .. b’ g €’ c 
Kerr ea 7 6 
eine b- g' 


Die komplementären Intervalle innerhalb des Oktavenraums sind auch für 
eine musikalische Geometrie das zentrale Thema, da ihre Zuordnung zu den 
pythagoreischen Zahlen ein einfaches mathematisches Prinzip darstellt. 
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5% 20-211-29 % 
E7A 6-8-10 % 
6% 85-7 Ya 
% 10-24-26 3% 
6% 12-35 -37 % 
% 14 -48-50 Ya 
% 16-63-65 Ye 
%o 18-81 - 83 5% 


MV Oktavenraum >V 


Sie lassen sich auch in das folgende Schema einbinden, in dem die Intervalle 
als Gegensätze zwar auseinanderstreben, doch aus einer gemeinsamen Wurzel 
hervortreten. 


%as Ves 


In einem solchen Zusammenhang wird auch verständlich, warum selbst diese 
für ihre Konsonanz bekannten Intervalle in ihrem harmonikalen Gegeneinander 
grundsätzlich dissonant sind. 


Ar Yg %a %es %e Was 


DZ 


% 175 2%32 


Die einzige Ausnahme bilden scheinbar die Intervalle der Prim und der Oktave. 

Sie sind jedoch Grenzfälle, da sie erstens den äußeren Rahmen des Oktavenrau- 
mes kennzeichnen und zweitens strukturell nicht an pythagoreische Zahlen- 
tripel gebunden sind. 
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Man kann die Teilung der Oktave über die 7 Töne der diatonischen und die 
12 Töne der chromatischen Tonleiter hinaus auf 31, 53, 171 und mehr Töne in 
der Oktave ausdehnen und bekommt so einen Vorrat von Tönen, der es erlaubt, 
je nach Anzahl der Töne in der Oktave in möglichst hoher Annäherung an die 
Reine Stimmung in den verschiedensten Tonarten zu spielen und zu modulie- 
ren. Dabei kommt es besonders darauf an, daß die wichtigsten Intervalle inner- 
halb der Oktave möglichst rein im Sinne der einfachen Zahlenverhältnisse sind. 
Ein solchermaßen komplementär aufgebautes Intervallschema mit C als Bezugs- 
ton stellt die folgende Abbildung dar: 


Ein derartiger musikalischer Baustein von komplementären Intervallen, in dem 
nicht nur die bekannten Intervalle vorkommen, die die Primzahlen 2, 3 und 5 
enthalten, sondern auch die Intervalle, die durch die Primzahl 7 gekennzeichnet 
sind, ist in der Musiktheorie von Martin VOGEL in seiner „Lehre von den Ton- 
beziehungen“'! beschrieben. 

Die Töne ordnen sich zu einem Tonnetz von Quint-, Terz- und Septbezie- 
hungen. Soll Beethovens Chorstück ‚‚Die Ehre Gottes in der Natur“ wirklich 
rein erklingen, müssen es die hell ausgesparten Töne des nachstehenden Ton- 
netzausschnitts sein?. Die zahlenmäßige Aufschlüsselung des Liedanfangs findet 
sich auf Seite 237°. 


1)M. Vogel, Die Lehre von den Tonbeziehungen, Bonn 1975, 124, 424; ders., Die Zukunft 
der Musik, Düsseldorf 1968; ders., Reine Stimmung und Temperierung, in: Musik und Zahl, 
Bonn 1976, 275, 

2) Ders., Die Lehre von den Tonbeziehungen, 421ff. 

3) Das Verdienst, auf der Grundlage der Kristallentwicklung eine harmonische Analyse von 
Liedern vorgenommen zu haben, in der nicht nur die wichtigen Grundintervalle mit den 
Primzahlen 2, 3 und 5, sondern auch die Siebener-Intervalle miteinbezogen sind, gebührt 
zweifellos Victor Goldschmidt. Auf seine diesbezüglichen Untersuchungen wird deshalb be- 
sonders hingewiesen. Zur harmonischen Analyse von Beethovens ‚Die Ehre Gottes in der 
Natur‘ vgl. V. Goldschmidt, Materialien zur Musiklehre, Heidelberg 1925, 659ff; M. Vogel, 
Die Lehre von den Tonbeziehungen, 421f. 
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Instrumente — auch Tasteninstrumente —, die ein Musizieren in Reiner Stim- 
mung erlauben, wird es, da sie möglich sind, eines Tages geben. Eine nach dem 
obigen Tonnetz eingerichtete 48-tönige Pfeifenorgel ist in Bau!. Auf den musik- 
theoretischen Hintergrund solcher Reininstrumente kann hier nicht weiter ein- 
gegangen werden. Nur soviel sei gesagt: Die reinen Intervalle sind, wie dies an 
den Kristallen und bei den Spektrallinien nachgewiesen werden konnte, ein we- 
sentliches Merkmal der Natur, während die temperierten Intervalle keinerlei Be- 
zug zur Natur haben. 

Die Bedeutung der reinen Intervalle für die Musiktheorie ist größer, als dies 
heute — bedingt durch die Temperierung bestimmter Musikinstrumente wie 
Klavier, Orgel, Cembalo u. a. sowie durch häufige Modulation bzw. den Wech- 
sel der Tonarten — im allgemeinen zum Ausdruck kommt. Die temperierten In- 
tervalle, in denen der Halbtonschritt durch die 2/2 bestimmt ist, sind mathe- 
matisch wesentlich komplizierter aufgebaut als die einfachen Zahlenverhältnis- 
se der reinen Intervalle. 


1/1 8/9 4/5 3/4 28 3/5 BSD reine Intervalle 


x d e f g a h c 
a a ee ee 


Die Frage, welcher Stimmung — temperiert oder rein — der Vorzug gebührt, 
hat schon Hermann von HELMHOLTZ zugunsten der Reinen Stimmung beant- 
wortet: Nach diesen Erfahrungen, glaube ich, kann kein Zweifel darüber blei- 
ben, wenn noch einer da war, dass die theoretisch bestimmten Intervalle, wel- 
che ich in dem vorliegenden Buche die natürlichen genannt habe, wirklich die 
natürlichen für das unverdorbene Ohr sind; dass ferner die Abweichungen der 


1) M. Vogel, Musiktheater I; Die Krise des Theaters und ihre Überwindung, Bonn 1980, 388. 
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temperirten Stimmung dem unverdorbenen Ohre in der That merklich und un- 
angenehm sind; dess drittens trotz der feinen Unterschiede in einzelnen Inter- 
vallen, das richtige Singen nach der natürlichen Scala viel leichter ist, als nach 
der temperirten Scala.! Diese Stellungnahme zur Frage der temperierten und 
der reinen, natürlichen Stimmung war für Helmholtz so wichtig, daß er sie durch 
Sperrung aus dem Gesamttext hervorhob. Sie ist an die Befürworter der tempe- 
rierten Stimmung gerichtet. 

Max PLANCK, der in sehr freundschaftlichem Verkehr mit Helmholtz stand, 
wußte um diesen Kampf zwischen den Anhängern der temperierten und denen 
der reinen, natürlichen Stimmung, als er seine musikwissenschaftliche Schrift 
„Die natürliche Stimmung in der modernen Vokalmusik““? veröffentlichte. 
Auch in seinen Vorlesungen zur Akustik brachte er Ausschnitte der Musiktheo- 
rie mit einer besonderen Vorführung auf dem von Carl EITZ entwickelten Rein- 
harmonium, das mit 104 Tönen in jeder Oktave sehr gut geeignet war, harmo- 
nisch-reine, pythagoreische und temperierte Intervalle und Dreiklänge in einen 
akustischen Vergleich zu bringen?. Obwohl seine Ergebnisse teils zur reinen, teils 
zur temperierten Stimmung führten, war sein abschließendes Urteil doch eindeu- 
tig: Dabei kam ich zu dem mir einigermaßen unvermuteten Ergebnis, daß unser 
Ohr die temperierte Stimmung unter allen Umständen der natürlichen Stimmung 
vorzieht. Sogar in einem harmonischen Durdreiklang klingt die natürliche Terz ge- 
genüber der temperierten Terz matt und ausdruckslos*. Dies war zweifellos ein 
hartes Urteil gegen die Reine Stimmung, das überdies noch in krassem Gegen- 
satz zu den Untersuchungen von HELMHOLTZ stand. Während Planck am Bei- 
spiel der Terz die temperierte Stimmung verfocht, war für Hermann von Helm- 
holtz gerade die „Unreinheit‘ der temperierten Terz der Anlaß gewesen, sich 
für die natürliche Stimmung auszusprechen. So gab es in der Wertung der reinen 
Stimmung mit Helmholtz eine Meinungsdifferenz, wohl die einzige, die je be- 
standen hat°. 

Dies kennzeichnet sehr treffend die Problematik um die richtige musikali- 
sche Stimmung, die heute genauso wie vor 90 Jahren noch nicht entschieden 
ist. Das ist umso merkwürdiger, wenn man bedenkt, welch hohen Stellenwert 
die Musik in unserem täglichen Leben einnimmt. Auch ist diese Frage insbeson- 
dere für die vorliegende Thematik, in der die Intervalle mit den pythagoreischen 
Zahlen in einen strukturellen Zusammenhang gebracht werden, von großer Be- 


1)H. v. Helmholtz, Die Lehre von den Tonempfindungen, Braunschweig 1870% 634; 1877? 
667 XIII; 1896°, 667 XIII. 
2) M. Planck, in: Vierteljahrsschrift für Musikwissenschaft 1893, 418-440; ders., in: Annalen 
der Physik und Chemie 48, 1993, 8-9, 

3) Ders., Einführung in die theoretische Physik, 2. Band, Leipzig 19222, 88ff; I. R. Parting- 
ton, Erinnerungen an Max Planck, in: Physikalische Blätter 4, 1948, 172. 

4) M. Planck, Physikalische Abhandlungen und Vorträge, 3. Band, Braunschweig 1958, 384, 
5) A. Hermann, Max Planck in Selbstzeugnissen und Bilddokumenten (= Rowohlts Mono- 
graphien 198), Reinbek bei Hamburg 1973, 25. 


209 


deutung. Gibt es überhaupt einen Beweis, daß unser Ohr die Intervalle im Sinne 
der reinen, natürlichen Stimmung bewertet und daß diese Intervalle tatsächlich 
an die pythagoreischen Zahlen gebunden sind? Wenn es gelingen würde, diesen 
Beweis im Sinne der reinen Stimmung zu erbringen, würde dies einen wesentli- 
chen Schritt nach vorn bedeuten, was die physiologische Grundlage des musi- 
kalischen Hörens betrifft. 

In dem Buch ‚Das Ohrlabyrinth als Organ der mathematischen Sinne für 
Raum und Zeit“ von E. von CYoN werden, wie schon der Titel aussagt, die für 
unsere Erkenntnis grundlegenden Anschauungsformen von Raum und Zeit auf 
das Ohr zurückgeführt: auf die Bogengänge als physiologische Basis für die 
Raumempfindungen und auf die Schnecke als Basis für unsere Zeitempfindun- 
gen. Der Aufbau unserer Vorstellungen vom dreidimensionalen Raum beruht 
allein auf den Wahrnehmungen der drei Richtungen unseres Bogengangappara- 
tes ohne irgendwelche Intervention von Zahlen! . Ferner: Diese Fähigkeit der 
Schnecke, mit solcher Präzision so feine Rechenoperationen (wie die Apper- 
zeption der Tonintervalle) zu beherrschen, zwingt zu der Annahme, daß letzte- 
re ein wahres arithmetisches Sinnesorgan ist, dem wir direkt die Kenntnis der 
elementaren Regeln der Rechenkunst verdanken’. Es ist also zunächst die Vor- 
stellung eines dreidimensionalen Raumes, der über die drei Richtungen des 
Achsenkreuzes die Wahrnehmung der Tonintervalle vermittelt. Dies ist die er- 
ste Grundvoraussetzung, da ohne das Achsenkreuz eine Zuordnung von Inter- 
vallen und pythagoreischen Zahlen unmöglich wäre. In welcher Art und mit 
welcher Präzision die einzelnen Rechenoperationen und damit die Wahrneh- 
mung der Tonintervalle ablaufen, ist wenig bekannt, sonst gäbe es keine Dis- 
kussion um reine oder temperierte Intervalle. 

Die Problematik konzentriert sich deshalb zunächst darauf, ob es möglich 
ist, mit dem Vorgang des musikalischen Hörens den Nachweis der pythagore- 
ischen Zahlen zu verbinden. 

Es ist bekannt, daß das Ohr bei einem Intervall, Akkord o. ä. weitere Beitö- 
ne hört, die sich entweder als Obertöne oder als Kombinationstöne unterschei- 
den lassen. Im vorliegenden Fall interessieren nur die Kombinationstöne, die 
unterteilt werden in Differenztöne und Summationstöne. Die Differenztöne 
wurden unabhängig voneinander von G. A. SORGE (1744), J. B. ROMIEUX 
(1752), J. A. SERRE (1753) und G. TARTINI (1754) entdeckt und beschrieben, 
während die Summationstöne erst wesentlich später von HELMHOLTZ (1856) 
erkannt wurden?. Die Differenztöne sind im allgemeinen wesentlich stärker als 


1) E. v. Cyon, Das Ohrlabyrinth als Organ der mathematischen Sinne für Raum und Zeit, 
Berlin 1908, 414. 

2) Ebenda, 416. 

3) H. v. Helmholtz, Über Combinationstöne, in: Wissenschaftliche Abhandlungen, Band 1, 
Leipzig 1882, 256-262, 263-302; ders., Die Lehre von den Tonempfindungen als physiolo- 
gische Grundlage für die Theorie der Musik, Kapitel: Die Combinationstöne, Braunschweig 
18702, 239-249, 618-620. 
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die Summationstöne, was den zeitlichen Unterschied ihrer Entdeckung erklärt. 
Helmholtz unterscheidet in seiner „Lehre von den Tonempfindungen“ die Kom- 
binationstöne als 

1. Differenztöne, weil ihre Schwingungszahl gleich der Differenz der aus den 

beiden primären Tönen entstehenden Schwingungszahlen ist, und 

2. Summationstöne, weil ihre Schwingungszahl gleich der Summe der aus 

den beiden primären Tönen entstehenden Schwingungszahlen ist. 

Dabei bilden sich zunächst die Kombinationstöne 1. Ordnung, wobei diese wie- 
derum je nach ihrer Stärke mit den Ausgangstönen und auch untereinander in 
Wechselwirkung treten, so daß weitere Kombinationstöne höherer Ordnung 
entstehen. 

Der Summationston 1. Ordnung liegt damit grundsätzlich in der Tonhöhe 
über den beiden Ausgangstönen, während der Differenzton 1. Ordnung zwi- 
schen oder unter den beiden Ausgangstönen liegt, je nachdem wie groß der Zwi- 
schenraum zwischen den beiden Ausgangstönen ist. Man kann den mathemati- 
schen Zusammenhang der Entstehung der Kombinationstöne vereinfachen, in- 
dem man von den ganzen Zahlen der Schwingungszahlen der Obertöne ausgeht 
und aus diesen zunächst nur die Kombinationstöne 1. Ordnung ableitet. 

Ein Beispiel: Gibt man auf das Ohr eine Quinte 2:3 mit den Tönen c’ und g’, 
bildet das Ohr in der 1. Ordnung den Summationston 2+3=5 (e”) und den 
Differenzton 3-2 =1 (ce). 


Summationston: 


Primärtöne: 


Differenzton: 


Der rechnerische Vorgang besteht also lediglich darin, die Schwingungszah- 
len zu addieren und zu subtrahieren. Sind a und b die Schwingungszahlen der 
Ausgangstöne und c und d die der neu entstehenden Kombinationstöne 1. Ord- 
nung, so gilt: 

atb=c 
a-b=d 


Versteht man jedoch die Bildung der beiden Kombinationstöne (Summations- 
ton c und Differenzton d) aus den beiden Ausgangstönen a und b als einen 
ganzheitlichen Hörvorgang, so fehlt hier das Bindeglied, das die Ausgangstöne 
und die neu entstehenden Kombinationstöne 1. Ordnung durch einen in sich 


1) H. v. Helmholtz, Die Lehre von den Tonempfindungen, 1896°, 254. 
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abgeschlossenen mathematischen Vorgang beschreibt. Die eigentliche Formel 
muß deshalb erweitert werden und lautet: 
a? +b? l 


+42 01,2 
Sie bedeutet: Der Quotient aus der Summe der Quadrate der Schwingungszah- 
len der Ausgangstöne und der Summe der Quadrate des entstehenden Summa- 
tions- und Differenztons ist mathematisch an den Oktavenraum oder kurz an 
die Oktave gebunden. 

Mit dieser Aussage ist die Formel noch nicht vollständig interpretiert. Viel- 
mehr muß hier noch der Nachweis der gleichen pythagoreischen Zahlen — als 
Grundtripel und die entsprechende Verdoppelung — erbracht werden, und der 
mathematische Inhalt muß sich in anschaulicher Weise am Monochord über- 
prüfen lassen. 

Aus dem oben angeführten Beispiel mit den Ausgangstönen c’ (2) und g’ (3) 
und c (1) und e” (5) als Differenz- und Summationston ergibt sich: 


ne 
2+d 2 
Ben 132 


a eat 2 

wobei die Summen der Quadratzahlen den Hypotenusen des pythagoreischen 
Grunddreiecks 5—-12—13 bzw. seiner Verdoppelung entsprechen. Dieser mathe- 
matische Sachverhalt ist analog zu der Formel der Apollonischen Zahlen, wie sie 
im Gesamtschema (198) dargestellt ist, geht jedoch zahlenmäßig direkt von den 
Schwingungszahlen bzw. von den reziproken schwingenden Saitenverhältnissen 
aus. 

Bei der Übertragung auf die Saite des Monochords ergibt sich für das Beispiel 
der beiden Ausgangstöne c’ (2) und g’ (3) das folgende Bild: 


A Y Y% % % 
u FT Te 
Ausgangstöne g’ 
Summationston e" EEE DER 


HH Differenzton C ——— 


Man kann anstelle der Schwingungszahlen der Obertöne jeden anderen ratio- 
nalen Wert für die Schwingungszahlen der Ausgangstöne ansetzen, wie es auch 
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möglich ist, direkt von den reziproken Längenverhältnissen einer schwingenden 
Saite auszugehen. 


1 1 
(ja? (1? 

l 1 
1/0?" (17a) 


So) En 


Man findet in der diesbezüglichen Literatur verschiedene Theorien zu den Kom- 
binationstönen, u. a. auch solche, in denen quadratische und kubische Kombi- 
nationstöne enthalten sind. Diese stehen jedoch zu der angegebenen Formel in 
keinerlei Beziehung!. 

Die nachfolgende Tabelle soll den Zusammenhang der Schwingungszahlen 
der Ausgangs- und Kombinationstöne mit den pythagoreischen Zählen noch 
einmal verdeutlichen. 


Ausgangstöne Kombinationstöne 1. Ordnung pythagoreische Zahlen 
Differenztöne Summationstöne 
a-b=c atb=d 
a b c BIBRING: a?+b?=%(c?+d?) 
© e c g’ 
1 2 1 3 (3-4—)5 
C g’ c’ c” 
1 3 2 4 (6-8-)10 
ec g’ c es 
% 3 1 5 (5-12-)13 
C ce g’ e” 
1 2. Sen 3 5 (8-15—)17 
g’ C” c ipans 
3 4 1 7 (7—24—)25 
c’ ee g’ i b-” 
2 5 3 7 (20-21-)29 
c g” Br b-” 
1 6 5 7 (12--35—)37 
cz e” c dr 
4 5 1 9 (9—40—)41 


1)M.M. Rieländer, Reallexikon der Akustik, Frankfurt/Main 1982, 172. 
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Für HINDEMITH waren die Kombinationstöne sinnbildlich der trigonometri- 
sche Punkt außerhalb des klingenden Intervalls, mit dessen Hilfe das Ohr eine 
Art Dreiecksmessung vollzieht und dadurch ein Urteil über den Reinheitsgrad 
des Intervalls erhält‘. Er traf mit diesem Ausspruch genau den Kern der Proble- 
matik von Ausgangs- und Kombinationstönen. 

Die hier aufgezeigte Lösung des Problems der Kombinationstöne gibt nicht 
nur einen Hinweis auf die Physiologie des musikalischen Hörens und die beson- 
dere Bedeutung der reinen, natürlichen Intervalle, sondern sie ist eigentlich das 
schönste Beispiel für die Idee der Harmonie und Komplementarität: Ausgangs- 
töne und Kombinationstöne bedingen und ergänzen sich über die Komplemen- 
tarität am gleichen pythagoreischen Dreieck innerhalb des Oktavenraums. 


Die Teilung des Oktavenraums nach dem Prinzip der pythagoreischen Zahlen 
führt zu einer immer weitergehenden Differenzierung und entsprechend auch 
zu höheren Primzahlen in den Intervallen. Die Zahlen der Intervalle selbst sind 
in der reinen Stimmung jedoch wesentlich niedriger, als es z. B. in der pytha- 
goreischen Tonleiter der Fall ist, die bekanntlich nur aus Quarten und Quin- 
ten, mithin aus den Primzahlen 2 und 3 zusammengesetzt ist. 


Pythagoreische Tonleiter 


Quinten: 


A | 


cu d% eb fy%, 9% a7 h129% 43 ch 


Quarten: 


Den Anfang der pythagoreischen Tonleiter bilden die beiden Grundintervalle 
Quinte 2/3 und Quarte 3/4, die sich innerhalb des Oktavenraums direkt dem 
pythagoreischen Dreieck 3—4—5 zuordnen lassen. 


wi 


c f g & 
a 
% HC Ya % 


Indem man nun, ausgehend von den beiden Grundintervallen, jeweils vier wei- 
tere Quintenschritte hinzufügt, kommt man durch entsprechende Oktavredu- 
zierung der Intervalle direkt zur pythagoreischen Tonleiter. 


1) P. Hindemith, Unterweisung im Tonsatz. Theoretischer Teil, Mainz 19402, 81;M. Vogel, 
Die Lehre von den Tonbeziehungen, 53. 
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Die fünf gleichen Ganztonschritte dieser Tonleiter: c—-d, d—e, f—g, g—a und 
a—h, haben, bedingt durch diese Anordnung auf der Saite, alle die gleiche Be- 
ziehung zum pythagoreischen Dreieck 3—4—5. 

Pythagoreische Tonleiter und pythagoreisches Dreieck 3—4—5 sind so in ih- 
rem Wesen vollkommen identisch. Dahinter dürfte mehr als nur eine Namens- 
verwandtschaft stehen, da es sich hier um uralte Grundelemente der Mathema- 
tik und der Musiktheorie handelt. 


In der diatonischen Dur- bzw. Molltonleiter kommen zu den Grundinterval- 
len Quinte 2/3 und Quarte 3/4 mit den reinen Terzen 4/5 und 5/6 und Sexten 
3/5 und 5/8 zusätzlich neue musikalische Elemente hinzu, die strukturell den 


Durskala: Quinte 


77T rate a 


Prim gr.Sekund| grTerz Quart Quint gr. Sext | gr Septim Oktave 
c d f h & 
A %. % Is % 


Mollskala: 


Prim gr.Sekund| klTerz Quart Quint  kl.Sext |kl.Septim Oktave 
c d f g as B° 6 
YA % % A % % % 


ILL Quarte eisen 
eier Quinte 
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beiden folgenden pythagoreischen Zahlentripeln 5-12-13 und 8-15-17 zu- 
geordnet werden können. Die Sekunde 8/9 und Septimen 8/15 und 5/9 sind in 
der Diatonik über Quinten- und Quartenschritte abgeleitete Intervalle, während 
Quinte, Quarte, Terzen und Sexten die komplementäre Grundeinheit der Dur- 
und Molltonleiter bilden. 

Das komplementäre Prinzip von Dur und Moll läßt sich so einfacher am Bei- 
spiel der Dreiklänge demonstrieren. Die Dreiklänge der beiden Tongeschlechter 
enthalten jeweils eine große und eine kleine Terz und unterscheiden sich ledig- 
lich dadurch, daß beim Durakkord die große Terz der kleinen vorangeht, wäh- 
rend beim Mollakkord der umgekehrte Sachverhalt vorliegt. Geht man davon 
aus, daß die Intervalle das Ursprüngliche sind und in den Akkorden ein abge- 
leitetes Prinzip vorliegt — eine Feststellung, die nicht nur durch die Kristallhar- 
monik untermauert wird —, so läßt sich jeder Dur- und Mollakkord, von den 
Intervallen ausgehend, als ein harmonikal komplementäres Schema auffassen. 
Es werden hier nur die Grundakkorde in Dur und Moll behandelt, nicht dagegen 
deren zahlreiche Erweiterungen bzw. Umkehrungen. 

Jeder Durdreiklang ist durch das Zahlen- bzw. Längenverhältnis 1/4: 1/5: 1/6 
und jeder Molldreiklang durch das Verhältnis 6:5:4 gekennzeichnet. Es läßt 
sich nun zeigen, daß es jeweils einen Dur- und einen Mollakkord gibt, die sich 
innerhalb des Oktavenraums zwei pythagoreischen Zahlentripeln zuordnen las- 
sen und die über die Multiplikation der Einzelintervalle wieder eine komple- 
mentäre Einheit bilden. Innerhalb des Oktavenraums der c-Tonalität gibt es ein 
komplementäres Paar, das aus dem c-Dur- und dem f-Mollakkord besteht, die 
an die pythagoreischen Dreiecke 3-4—5 und 8-15—17 gebunden sind, und ein 
zweites Paar: den c-Moll- und den f-Durakkord, die in den pythagoreischen 
Zahlentripeln 3-4-5 und 5-12-13 ihren strukturellen und harmonikalen Hin- 
tergrund haben. Es liegen damit innerhalb des c-Oktavenraums vier verschie- 
dene Akkorde vor, deren gemeinsames Merkmal das gleiche pythagoreische 
Grunddreieck 3-4--5 ist, während die pythagoreischen Zahlentripel 5—-12—13 
und 8-15-17 durch die Bildung der entsprechenden Terzen und Sexten die 
eigentliche Grundlage für den unterschiedlichen Charakter der Dreiklänge bil- 
den. Das dualistische Prinzip eines Moll- und Durakkords, die den gleichen pv- 
thagoreischen Zahlentripeln zugeordnet werden können, ist somit in erster Li- 
nie in der Komplementarität ihrer Einzelintervalle begründet. 
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Moll-Akkorde 


Im Anhang ist dieses harmonikal-komplementäre Prinzip auf weitere Dur- 
und Molldreiklänge ausgedehnt (238f). 


In die Darstellung der Akkorde lassen sich nun auch weitere Intervalle einbe- 
ziehen, wobei sich durch die Hinzunahme der beiden nächsten einfachen und 
komplementären Intervalle: der Naturseptime 4/7 und des septimalen Ganz- 
tons 7/8, ein Dur- und ein Moll-Vierklang ableiten lassen. Dies führt zu einer 
Vierteilung des Oktavenraums, die im Mollakkord (c) dt =f<=-as<-c, wie prin- 
zipiell in jedem Mollakkord in den Längen gleichstufig ist, im Dur-Akkord 
c>e>g-b- (c) dagegen in der Stufenfolge das sich verengende Prinzip der 
Obertonreihe 4 5 6 7 (8) erkennen läßt. 
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7— 2L—-25 
8-15 -17 
5 Pr 


N Yı % % Y %s V% U 
ce bag fe & @ 

ithmetische _a+b 
Tempe aM= 2 % % 8 Vs % 
Mollakkord os 25 >de  >c 


a 
harmonisches __2ab 
Teilungsprinzip hM= Yy 4 23 kp 4, 


Durakkord Ce—b-e ge —ee — —c 


Es gibt damit zwei grundsätzlich verschiedene Möglichkeiten, den Oktaven- 
raum am Beispiel einer schwingenden Saite zu teilen. 

1) Das arithmetische (äquidistante) Teilungsprinzip teilt die Oktave in glei- 
che Längenabschnitte und ist harmonikal mit dem Mollprinzip identisch. Alle 
Grundakkorde in Moll haben gleichen Längenabstand der Töne. Jedes Intervall 
ist das arithmetische Mittel der beiden benachbarten Intervalle, bedingt durch 
die Zahlenfolge im Zähler eines Bruches. 

2) Das harmonische Teilungsprinzip, wie es charakteristisch für die Längen- 
verhältnisse der Obertonreihe und des Durdreiklangs ist, führt zu einem veren- 
genden bzw. vergrößernden Abstand der Intervalle, bedingt durch die Zahlen- 
folge im Nenner eines Bruches. Jedes Intervall ist das harmonische Mittel zwei- 
er benachbarter Intervalle. 

Auch hier sind’es die pythagoreischen Zahlen, die den harmonikalen Hinter- 
grund des arithmetischen und harmonischen Teilungsprinzips bilden. 

Mit diesen teilweise nur skizzenhaft angedeuteten Elementen der Grundak- 
korde sollte das harmonikale und komplementäre Grundprinzip in den Drei- 
klängen dargestellt werden, soweit dies mit den pythagoreischen Zahlen in 
einen direkten Zusammenhang gebracht werden konnte. 


Das Besondere des pythagoreischen Dreiecks 3-4—5 ist allein schon durch 
seine Umwandlung in die beiden wichtigsten Intervalle: Quinte 2/3 und Quar- 
te 3/4, gegeben. Von daher ist es geboten, auf dieses Urdreieck, wie es von 
THIMUS genannt wurde, noch etwas ausführlicher einzugehen. Dabei gibt es 
einen harmonikalen Aspekt, der gerade für eine spätere geschichtliche Bewer- 
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tung von besonderem Interesse sein kann. Es sind dies die Zahlen der pythago- 
reischen Tetraktys 1-2—-3—4 und 6-8--9—12, die immer wieder im Sinne der 
Intervalle Prim, Oktave, Quinte und Quarte interpretiert worden sind. Beide Zah- 
lenfolgen der Tetraktys finden sich auf einer Tafel (siehe oben)!, die RAFFAEL 
1511 in seinem berühmten Bild der Schule von Athen (Abbildung? auf Seite 
220) innerhalb der Gruppe um Pythagoras aufgezeichnet hat. Die Schule von 
Athen zählt zu den großartigsten Wandgemälden Raffaels; sie befindet sich in 
der Stanza della Segnatura des Vatikansin Rom. 

Die besondere Bedeutung, die die beiden Zahlenvierheiten 1—-2—3—4 und 
6-8-9--12 nach Aussage antiker Autoren für Pythagoras und seine Anhänger 
hatten, ist für den heutigen Menschen nicht ohne weiteres verständlich. Sie 
reicht vor allem in das Gebiet der harmonikalen Symbolik hinein, wie sie aus- 
führlich von KEPLER, THIMUS, KAYSER, SCHWABE, REISER u. a. untersucht 
und beschrieben wurde®. 


1) E. Naumann, Erklärung der Musiktafel in Raffael’s „Schule von Athen“, in: Zeitschrift 
für bildende Kunst 14, 1879, 

2) Nach A. Springer, Raffael und Michelangelo, Leipzig 1883?, 247. 

3) J. Kepler, Exkurs über die pythagoreische Vierheit, in: Weltharmonik, übersetzt und ein- 
geleitet von M. Caspar, München 1973, 89-94; A. v. Thimus, Die harmonikale Symbolik des 
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Es kommt in diesem Kapitel über Musikalische Geometrie lediglich darauf an, 
zu zeigen, daß beide Formen der Tetraktys nicht nur mit den Intervallen Prim, 
Oktave, Quinte und Quarte, sondern auch direkt mit dem pythagoreischen Drei- 
eck 3-4--5 in eine vielfältige arithmetische und geometrische Verbindung ge- 
bracht werden können, Dadurch wird der harmonikale Inhalt dieser Zahlen von 
einer ganz anderen Seite erhellt, als dies bisher der Fall war, was auch eine späte- 
re geschichtliche Einordnung dieser harmonikalen Thematik erleichtert. 

Auf eine mathematische Beziehung zwischen dem pythagoreischen Dreieck 
3—4-5 und der pythagoreischen Tetraktys 6-8—9—12 ist bereits von Dieter 
KOLK hingewiesen worden: Wir finden diese Vierheit auf algebraische Weise 
auch zu unserem Dreieck. Wenn wir die Seiten der Größe nach mit a, b und c 
bezeichnen, ergeben sich folgende, sehr regelmäßige Ausdrücke: 


Obwohl die harmonikale Analyse des pythagoreischen Dreiecks bei Dieter 
Kolk! in einem anderen Sinne erfolgt, als dies über die Komplementarität der 
Intervalle geschieht, ist dies doch die einzige mir bekannte Literaturstelle, die 
auf eine mögliche Verbindung dieser beiden harmonikalen Grundelemente hin- 
weist. 


Alterthums, Köln 1868/1876; J. Schwabe, Hans Kaysers letzte Entdeckung: Die pythagore- 
ische Tetraktys auf Raffaels „Schule von Athen“, in: Symbolon, Jahrbuch für Symbolfor- 
schung, 5. Band, Basel 1966, 92-102; Th. Reiser, Das Geheimnis der pythagoreischen Tetrak- 
tys, Heidelberg 1967. 

1) D. Kolk, Eine harmonikale Analyse des pythagoreischen Dreiecks, in: Musik und Zahl, 
hg. von G. Schnitzler, Bonn 1976, 51-65. 
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Beide Formen der pythagoreischen Tetraktys, 1-2-3—4 und 6-8-9-12, 
lassen sich — geometrisch und arithmetisch — auf verschiedene Weise mit dem 
pythagoreischen Dreieck 3-4-5 sowie auch mit den beiden Intervallen Quinte 
2/3 und Quarte 3/4 innerhalb des Oktavenraumes verbinden. 


a) Pythagoreisches Dreieck 3-4—5 und Tetraktys 6-8-9—12 


2 Egg 2 ano, ar eh I 
h- b F atbrec ei atbtc > s 1 
8 9 6 12 
32 Su 2 = 2 = Be = Zn =. 
f = en 1 Dr 
8 ® 9 = EX 12 


Quinte und Quarte gleich Prime und Oktave 
b) Apollonische Zahlen und Tetraktys 1-2-3—4 


are), Zur a © c = pn 
Cd? 2 a+tb c+d 2 
3 ung, a Fe 
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Quarte und Quinte gleich Oktave 


c) Harmonische Teilung, Apcllonische Kreise, Kreis-Quadrat und Tetraktys 
6-8--9—-12 
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Die allgemeine Bedeutung des pythagoreischen Lehrsatzes ist so groß, daß 
man ihn zweifellos zu den wichtigsten mathematischen Grundtheoremen rech- 
nen darf. Er spielt in vielen Zweigen der Naturwissenschaft eine wesentliche 
Rolle. Dies gilt nicht nur für die Berechnung von Kristallkörpern, sondern auch 
für andere räumliche Strukturphänomene. So wurde der Satz des Pythagoras u. 
a. von Albert EINSTEIN zur Beschreibung des Relativitätsprinzips einer vierdi- 
mensionalen Welt herangezogen!. Damit wird schon angedeutet, wie weit unter 
Umständen der Bogen seiner Anwendung im Sinne einer harmonikalen Inter- 
pretation gespannt werden kann. 


Es wurde schon eingangs (16) darauf hingewiesen, daß immer wieder im Ver- 
lauf der Geschichte des pythagoreischen Lehrsatzes versucht worden ist, seiner 
mathematischen Beweisführung neue Aspekte abzugewinnen. Dies hat dazu ge- 
führt, daß man bis heute über 360 verschiedene Beweise zusammengestellt hat. 
Darunter zählen etwa 100 algebraische und 240 geometrische Beweise?. Dem- 
entsprechend gibt es zahlreiche Monographien und eine große Zahl von Ab- 
handlungen über den pythagoreischen Lehrsatz und die pythagoreischen Zah- 
len, die sich ausschließlich von der mathematischen Seite mit dieser Thematik 
beschäftigt haben. 

Ausgesprochen selten sind jedoch Veröffentlichungen zu finden, die eine 
Verbindung des pythagoreischen Grunddreiecks 3-4—5 mit harmonikalen Ele- 
menten, wie Intervallen, Akkorden o. ä, herstellten, auch wenn diese zu ande- 
ren Ergebnissen kamen als im vorliegenden Buch’. Die Idee der komplementä- 
ren Intervalle und der an ihr sich entwickelnden Harmonie der Gegensätze fin- 
det sich in der angeführten Literatur jedenfalls nicht. Darüber hinaus ist mir 
keine Literaturquelle bekannt, die die pythagoreischen Zahlen insgesamt, also 
auch 5-12-13, 8-15—17, 7—24—25 usw. in eine harmonikale bzw. musikali- 
sche Verbindung gebracht hätte. 


1) A. Einstein, Über die spezielle und allgemeine Relativitätstheorie, Braunschweig 195419, 
99; M. Born, Die Relativitätstheorie Einsteins, Berlin 1964, 291; H. Minkowski, Raum und 
Zeit, in: Gesammelte Abhandlungen, 2. Band, Leipzig 1911, 431-434. 

2) E. S. Loomis, The Pythagorean Proposition, Ann Arbor 1940'; Washington 19722, 

3) J. Harington (im Briefwechsel mit Newton), in: J. Hawkins, General History of the 
science and practice of Music, London 1776, vol. III, 142f; zitiert nach H. Kayser, Lehrbuch 
der Harmonik, 106f; H. Kayser, Lehrbuch der Harmonik, Zürich 1950, 106f; O. Kleinham- 
mes, Das Pythagoreische Dreieck 3:4:5, in: Die Quadratur des Kreises aus dem Geiste der 
Musik, Wangen im Allgäu 1949, 57ff; D. Kolk, Eine harmonikale Analyse des pythagore- 
ischen Dreiecks, in: Musik und Zahl, Bonn 1976, 54-65; R. Haase, Geschichte des harmoni- 
kalen Pythagoreismus, Wien 1969, 17; W. Scharlau / H. Opolka, Von Fermat bis Minkowski. 
Eine Vorlesung über Zahlentheorie und ihre Entwicklung, Berlin 1980, 2; E. G. Valens, The 
Number of Things. Pythagoras, Geometry and Huming Strings, London 1964. 
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Es steht eindeutig fest, daß die Pythagoreer und auch Platon nicht nur den 
pythagoreischen Lehrsatz kannten, sondern auch die Formel, die zu den pytha- 
goreischen Zahlen führt. Ebenso sicher ist durch die Geschichtsforschung be- 
legt, daß diese mathematischen Inhalte schon sehr viel früher in Babylon!, 
Ägypten, Indien und China in hohem Ansehen standen?. 

Es geht letztlich um die Kernfrage, ob und möglicherweise wie die Pythago- 
reer die Zahlenverhältnisse, die sie als Tonempfindungen am Monochord über- 
prüfen konnten, in einen Zusammenhang brachten mit der Welt der äußeren 
Erscheinungen: mit den mathematischen Körpern°, den musikalischen Skalen* 
und dem Umlauf der Planeten’. Eine eindeutige Antwort ist heute sicher noch 
nicht möglich. Im vorliegenden Fall waren es die Morphologie der Kristalle und 
die Balmersche Formel für die Spektrallinien des Wasserstoffs, die die Grund- 
lage für die harmonikale Interpretation des pythagoreischen Lehrsatzes und der 
pythagoreischen Zahlen darstellten. Es wurde nicht die Frage nach der geschicht- 
lichen Bedeutung eines derartigen Lehrsatzes gestellt, sondern diese Sachthe- 
men bildeten den Ausgangspunkt der Untersuchung. 


Die Geschichte des Pythagoreismus kann erst dann geschrieben werden, 
wenn auch auf die Frage nach einer Harmonie für unseren Lebensraum, also 
einer Planeten- oder Sphärenharmonie eine Antwort gefunden ist. Wie eine der- 
artige Lösung aussehen könnte, ist trotz der zahlreichen bekannten Vorschläge 
nach wie vor völlig ungewiß. Möglicherweise ist die harmonikale Lösung im 3. 
Keplerschen Gesetz® verborgen, das gerade in diesem Jahr genau 365 Jahre alt 
wird und von dem es bis heute ebenfalls keine Aufschlüsselung im Sinne einer 
musikalischen Geometrie gibt. Es genügt keineswegs, eine Formel zu besitzen, 
die mathematisch diesen Sachverhalt richtig wiedergibt, wie dies am Beispiel 
der Balmerschen Formel gezeigt werden konnte. Wichtiger für die Frage nach 
der Harmonie des Sonnen- und Planetensystems ist es, den mathematischen In- 
halt der drei Keplerschen Gesetze im harmonikalen Sinne interpretieren zu 
können. 

Die Frage der Harmonie in der Natur wird in der heutigen Wissenschaft voll- 
kommen überlagert und bestimmt durch die Symmetrie. Dies gilt nicht nur in 


1) B.L. van der Waerden, «Plimpton 322». Rechtwinklige Dreiecke mit rationalen Seiten, 
in: Erwachende Wissenschaft. Ägyptische, babylonische und griechische Mathematik, Basel 
19662, 125ff. 

2) J. Tropfke, Geschichte der Elementarmathematik, 4. Band: Ebene Geometrie, Berlin 
1940, 190ff. 

3) B. L. van der-Waerden, Die Postulate und Konstruktionen in der frühgriechischen Geo- 
metrie, in: Archive for History of Exact Sciences 18, Berlin 1977, 343-357; ders., Die Pytha- 
goreer. Religiöse Bruderschaft und Schule der Wissenschaft, Zürich 1979, 

4) M. Vogel, Die Enharmonik der Griechen, 2 Bde., Düsseldorf 1963. 

5) H. Schavernoch, Die Harmonie der Sphären. Die Geschichte der Idee des Welteneinklangs 
und der Seeleneinstimmung, Freiburg 1981. 

6) J. Kepler, Weltharmonik, München 1973, 291; 3. Keplersches Gesetz vom 15.5. 1618. 
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der Kristallographie, die allein in 32 verschiedene Symmetrieklassen aufgeteilt 
ist, sondern auch in anderen Zweigen der Naturwissenschaft. Es ist die Sym- 
metrie, die ins Auge fällt, während die harmonikalen Verhältnisse der von der 
Natur gebildeten Körperformen sinnbildlich nur über das Ohr zu erkennen sind. 
Dabei ist bis heute noch nicht geklärt, welches Prinzip — Harmonie oder Sym- 
metrie — das Ursprüngliche darstellt, obwohl sie aufs engste miteinander ver- 
wandt sind. Es ist nicht einfach, die harmonikalen Grundlagen der Natur zu er- 
kennen und exakt zu beweisen. Bei den Kristallen und den Spektrallinien war 
dies nur über die pythagoreischen Zahlen und ihre stereometrische und harmo- 
nikale Übertragung auf das Achsenkreuz möglich. Darin liegt ihre besondere 
Bedeutung für ein harmonikales Naturverständnis. 

Es ist in der Geschichte der Mathematik immer wieder versucht worden, das 
Theorem des pythagoreischen Lehrsatzes auch auf höhere Dimensionen zu über- 
tragen. Die Unmöglichkeit der Transformierung des ‚Pythagoras‘ in die allge- 
meine Gleichung a” + b" = c” für die Exponenten n größer als 2 wurde schon 
von FERMAT behauptet. Dies ist bekanntlich als Fermatsches Problem in die 
Geschichte der Mathematik eingegangen. Die Unmöglichkeit der Transformie- 
rung wurde für die Exponenten 3 und 4 von EULER (1747) bewiesen und von 
den Mathematikern DIRICHLET (1828), KUMMER und HILBERT (1897) auf 
weitere Dimensionen bzw. Exponenten ausgedehnt. Inzwischen hat man den 
Beweis auf Exponenten weit über 100 000 ausgeweitet, ohne ein einziges Bei- 
spiel für die ganzzahlige Lösbarkeit dieser Gleichung zu erhalten!. 

Die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes auf den konkreten Raum 
der Kristalle legt die Dimensionsgröße von selbst fest. Indem nun in diesen Kri- 
stallkörpern die harmonikalen Verhältnisse direkt in eine Beziehung zum Ach- 
senkreuz gebracht werden konnten, löste sich die Schwierigkeit der Transfor- 
mierung des pythagoreischen Lehrsatzes a" + b"=c" (n=2) in die Dreidimen- 
sionalität auf, was gleichzeitig zu einer neuartigen Vorstellung eines Tonraumes 
führte, in dem Raum und Zeit über die Schwingungen der komplementären In- 
tervalle eine Einheit bilden. 

Die Formeln zur Bildung und Umwandlung aller pythagoreischen Zahlen in 
den Oktavenraum bieten hierfür die harmonikale Grundlage: 


m,n als ganze Zahlen: (m? -n?)? + (2mn)? = (m? + n?)? 
2 


a—b-c als pythagoreische Zahlen: a? #1. sh2 c 


1) P. Ribenboim, Fermat’s Last Theorem, in: Jahrbuch Überblicke Mathematik, Mannheim 
1980, 75-92. 


EN 


m on +n R T 
m+tn 2m > 
Arc © b+c Ben 
arbrc ach 2 
Intervallzahlen: Intervall, ® Intervall, = Oktave 


Das Pentagondodekaeder und das Ikosaeder, wie sie in der Natur als Pyrit in 
sehr schönen, großen Exemplaren vorkommen, und ihre exakte Beschreibung 
durch R. J. HAVY aus den Jahre 1785 bildeten den Schlüssel für diese Formeln 
als Einstieg in eine harmonikale Stereometrie und in die Idee der Harmonie 
und Komplementarität. 

Ohne diesen realen Hintergrund der Kristallkörper wäre die Darstellung eines 
harmonikal strukturierten und oktavbegrenzten Tonraumes vor dem Hinter- 
grund komplementärer Intervalle, deren verbindendes Element pythagoreische 
Zahlen sind, kaum möglich gewesen. Die Idee einer harmonikalen Quantelung! 
in der Natur führte so zu einer Harmonie der Gegensätze, die ihren Ursprung in 
der Einheit des Ganzen hat. Es bleibt abzuwarten, wie weit eine solche Idee 
sich auch in anderen Zweigen der Wissenschaft nachweisen läßt und als harmo- 
nikales Grundprinzip in der Natur verankert ist. Wenn jedenfalls in der heutigen 
Naturwissenschaft die Gesetze der Makrophysik (Mechanik) nicht mehr im 
gleichen Sinne gelten wie die Gesetze der Mikrophysik (Wellenmechanik)?, so 
trifft dies sicher nicht zu für die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes in 
beiden Bereichen. Vielleicht ist hierin die Ursache verborgen, daß man auch 
heute die Wissenschaft vom Raum immer noch als eine ungelöste Aufgabe be- 
zeichnet?. Die harmonikale Interpretation des pythagoreischen Lehrsatzes 
könnte hier durchaus als Schlüssel dienen, in den Raum und seine vielfältigen 
Ausdrucksformen einzudringen. 


1) Vgl. H. Kayser, Gesetz der harmonikalen Quantelung, in: Lehrbuch der Harmonik, Zü- 
rich 1950, 24ff. 

2) P. Jordan, Anschauliche Quantentheorie, Berlin 1936, 224; ders., Die weltanschauliche 
Bedeutung der modernen Physik, München 1971; W. Heisenberg, Das Naturbild der heutigen 
Physik, Hamburg 1955, 131. 

3) M. Jammer, Das Problem des Raumes. Die Entwicklung der Raumtheorien, Darmstadt 
1980, 240. 
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Die Entwicklung der Kristallformen 

nach dem Komplikationsgesetz von Victor Goldschmidt 
Ausschnitt aus seinem Buch 

„Ueber Harmonie und Complication“ 

Berlin 1901, 3-7 


Entwicklung der Krystallformen. 


Krystalle sind bei ungestörter Ausbildung von ebenen Flächen bedeckt. 
Jede Krystallart hat ihr Formen-System, d.h. die an ihr beobachteten Flächen 
stehen in einem gesctzmässigen Zusammenhang, sowohl unter sich, als mit 
den physikalischen Eigenschaften und dem Bau des Krystalls aus, wie wir an- 
nehmen, parallel ancinander gereihten gleichen Partikeln. 

Unter den Flächen, die eine Krystallart hervorbringt, und deren Zahl ist 
bei manchen Arten sehr gross, sind gewisse Flächen besonders wichtig 
durch Häufigkeit und Grösse, andre sind seltener, andre ganz selten. Mit 
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der Häufigkeit nimmt «ie Grösse und endlich die Sicherheit der Beobachtung 
ab. Danach haben die Flächen einer Krystallart cine bestimmte Rang- 
ordnung. Die wichtigsten nennen wir llauptflächen, Primärflächen, auch 
Primärknoten mit Rücksicht auf cine Darstellung durch Projection, in der sich 
die Flächen als Punkte (Knoten) abbilden. 

Es zeigt sich nun, dass die schwächeren (abgeleiteten) Flächen sich 
zwischen die Hauptflächen (Primärflächen) in bestimmter Weise einordnen. 
Scien AB (Fig. ı) 2 Primärflächen, so bildet sich bei fortschreitender 
Differenzirung cine Tläche C, die die Kante A B parallelkantig unter be- 
stimmtem Winkel abstumpft. C ist schwächer, im Rang niederer, als A und B. 
Geht die Differenzirung weiter, so entstchen Flächen D, E, die die Kan- 
ten AC, BC abstumpfen. Die Flächen D und E sind 
schwächer als C. Bei noch weiterer Differenzirung 
bilden sich schwache Kanten- Abstumpfungen FGHI. 
Wir haben hier 3 Stadien der regelmässigen Entwicklung: 


a ee: 
ah, 7 Ar er 
u RO 
SAT DIE CHE HB 
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Fig. 1. 


Meist geht die Entwicklung nur bis N,, oft bis N,, selten bis N, und 
äusserst selten darüber hinaus. Die zwischen 2 Primärflächen entwickelten 
(abgeleiteten) Flächen bilden mit diesen cine Zone (Primärzone), charakterisiert 
durch parallele Kanten. Die erste abgeleitete Fläche C, die wichtigste, nennen 
wir Dominante, wenn zwischen 2 Primärflächen: Primärdominante. 

Die gleiche Entwicklung kann sich an der Kante zwischen 2 anderen 
Primärflächen vollzichen z. B. zwischen AK oder. BK (Fig. 1). Wir sagen: es 
spannen sich Primärzonen AB, AK, BK zwischen den Primärflächen (Primär- 
knoten) A,B,K. Weitere Differenzirung bringt Zonen zwischen je ciner Primär- 
Näche und einer Primärdominante z.B. CK (Secundärzonen); dann zwischen je 
2 Primärdominanten (Tertiärzonen). Die beiden Flächen, zwischen denen eine 
Zone sich spannt, nennen wir die Endknoten der Zone. Auch die Zonen 
haben ihre Rangordnung. Mit dieser Entwicklung ist ein grosser Formen- 
rcichtum geschaffen, besonders, wenn die Zahl der Primärflächen gross ist 
und die Differenzirung in den Zonen weit geht, bis N, oder N,. In jeder 
Zone folgt die Anordnung der Flächen einem bestimmten Zahlengesetz, das für 
alle Zonen aller Krystallarten das gleiche ist. Wir nennen es das Gesetz der 
Complication. Es regelt den Ort resp. die Neigung der Einzelflächen, ihre 
Grösse und Rangordnung und gestattet, nicht beobachtete Flächen als wahr- 
scheinlich vorherzusagen, beobachtete auf ihre Wahrscheinlichkeit zu prüfen.') 


') Vgl. Zeitschr. f. Kryst. 1897. 28. S.32—35. S.426. 446. 1900. 33. 441—446. 
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Ersetzen der Flächen durch ihre Normalen. Auffassung der Normalen 
als Richtungen der Partikelkräfte. Zwischen «len llächen und den krystall- 
bauenden parallelgestellten Theilchen (Partikel) besteht eine Beziehung. Die 
hypothetisch eingeführte Bezichung sei die, dass jede am Krystall mögliche 
Fläche senkrecht steht zu einer der Partikelkräfte, Der Partikel schreiben 
wir Primärkräfte zu von bestinnmter Richtung und Intensität, und nehmen an, 
die Primärkräfte der Partikel (und zwar aller, da die Partikel parallel orientiert 
im Krystall sitzen) stehen senkrecht auf den Primärflächen, Wir ersetzen die 
Flächen durch ihre Normalen (Senkrechten zu den Flächen) aus einem Punkt 
innerhalb des Krystalls und haben so die Richtungen der. flächenbauenden 
Partikelkräfte. An Stelle der Primärflächen treten Primärkräfte, an Stelle der 
abgeleiteten Flächen, abgeleitete Kräfte. Die Krystallmessung giebt, indem 
sie die Lage der Flächen ermittelt, 
die Richtung der Partikelkräfte. Wir 
können aber auch deren relative In- 
tensität finden. 

Deduction der Flächen einer Zone 
aus den Primärkräften. Seien A, B 
(Fig. 2) die Primärkräfte, die senk- 
recht zu sich die Flächen A, B (Fig. ı) 
bilden, so ist genetisch das empirisch 
gefundene Gesetz der Entwicklung folgendes: Die Kräfte A, B zerfallen 
in 2 Hälften, von denen die einen a, b sich zur Resultante ce zusammen- 
legen. Zu ce senkrecht entstcht die Fläche C. Wicderholt sich der Process, 
so tritt 3a mit $c zusammen zu einer Resultante d, ebenso #b und }c zu e. 
Bei nochmaliger Wiederholung des Processes schicben sich weitere, schwächere 
Resultanten zwischen ad, dc, ce, cb ein etc. So finden wir Richtung und 
Intensität der abgeleiteten Kräfte, dadurch Ort und Rangordnung der abge- 
leiteten Flächen. Die Flächen stehen senkrecht zu den Kräften, die Rang- 
ordnung entspricht der relativen Intensität, 

Zahlengesetz der Complication. Wir zichen durch A parallel B eine 
Gerade AZ (Fig. 2) und verlängern Ma, Md, Mc, Me, Mb bis zum Durchstich 
mit AZ, so sind die Richtungen Ma, Md, Mc, Me, Mb charakterisirt durch 
die Durchstichpunkte A,D, C,E,B. B liegt im Unendlichen. Setzen wir nun 
AC=MB’=1ı = der Primärkraft in Richtung MB, so ist, wie sich zeigen 
lässt, AD=#% AC=ı1, AE=2, AB= mw. Das Durchstechen der Ge- 
raden AZ nennen wir projiziren, die Durchstichpunkte Projectionspunkte. Die 
Projectionspunkte charakterisiren die Lage der llächen, ihr Ort ist gegeben 
durch die Zahleno- $3- ı - 2: co. Diese Zahlen nennen wir die harmonischen 
Zahlen, ihre Reihe harmonische Zahlenreihe und, wenn lückenlos, Normalrcihe. 
In den Normalreihen und harmonischen Zahlen drückt sich unser Entwicklungs- 
gesetz aus. Wir haben: 


Be: 
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mn, 
Primarlächen® Au Wi. EI ZB 
N=0 - = 202002020. = Normalreihe o, 
12 Complicauon? Ar 27 Bere FC GE 
No ei een 222 27807 Nonmalreibert. 
2. Complication: A - D - C E B 
N, 00, 2 Ma 2 co = Normalreihe 2. 
3. Compliation: AFDG CH E|IB 
N,=o 4 12 2 ı 2 z 3 &- Normalreihe 3. 


u. Ss. W. 


Es ist klar, wie die Reihe bei einer 4., 5. Complication aussehen würde. 
Aber die Natur gcht, mit seltenen Ausnahmen, über N, nicht hinaus. 

Umformung einer Reihe auf die Form O0 -I- co. Die Zahlenreihe einer 
Zone zeigt nur dann zwischen 0 - 00 den gesetzmässigen Verlauf, wenn die 
Punkte 0 - oo den Endknoten des Zonenstücks zugehören. Kennen wir die 
Endknoten, so können wir ihnen die Zahlen o - oo beilegen und aus den 
Zwischenzahlen beurtheilen, ob die Reihe normal oder gestört ist. Umgekehrt 
erkennen wir die Endknoten als solche daran, dass die Reihe normal wird, 
d.h. unserem Zahlengesetz folgt, wenn wir die Endknoten O - oo nennen. 

Stehen nun an den Endknoten, in Folge vorheriger anderweiter Annahme, 
nicht © - 00, sondern andere Zahlen z, - z,, so können wir die Reihe in die 
Form 0 - 00 bringen, indem wir statt jeder Zahl z der Reihe setzen: 


z — 2 


Pr 


2, — 2 
Beispiel. Es sei eine Reihe gefunden: 


Fläcken: AD CC E.B 


2 rk 


und wir vermuthen, A und B seien die Endknoten, so ist in obiger Formel 
z,—=1, z,=2 und wir bilden: 


Wir erkennen, dass nach dieser Umformung die Reihe den gesetzmässigen 
Verlauf hat, und aus dem gesetzmässigen Verlauf schliessen wir umgekehrt, dass 
in der That, wie wir vermuteten, AB die Endknoten der Entwicklung sind. 

Die Rangordnung der Flächen zeigt sich in der Einfachheit der Zahlen 
in der Reihe 0 - ı : &. 


Den höchsten Rang haben o [0 °) 
dann ı 
dann # 2 
dann 33 33 
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Aus der Entwicklung in allen einzelnen Zonen (Primärzonen, Secundär- 
zonen, Tertiärzonen u. s. w.), ausgehend von den Primärflächen, setzt sich das 
Formensystem einer Krystallart zusammen. 

Das ist in grossen Zügen ein Bild von der Entwicklung der Formen, wie 
wir es bei den Krystallen aller Systeme und jeder belicbigen Zusammen- 
setzung finden. 


Eulersche Formel: FtE-K=2 


Flächen Ecken Kanten 
Würfel 6 8 12 
Tetraeder 4 4 6 
Oktaeder 8 6 12 
Rhombendodekaeder 12 14 24 
Pyramidenwürfel 24 14 36 
Pentagondodekaeder 12 20 30 
Ikosaeder 20 19. 30 
Pyramidenoktaeder 24 14 36 
Deltoiddodekaeder 12 14 24 
Ikositetraeder 24 26 48 
Pyramidentetraeder 12 8 18 
Hexakisoktaeder 48 26 72, 
Disdodekaeder 24 26 48 
Pentagonikositetraeder 24 38 60 
tetraedr. Pentagondodekaeder 12 20 30 


Hexakistetraeder 24 14 36 
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Skelette verschiedener Radiolarien 


1 Circoporus sexfurcus; 2 C. octahedrus; 3 Circogonia icosahedra; 4 Circospathis novena; 
5 Circorrhegma dodecahedra. Aus: D’Arcy Wentworth Thompson, Über Wachstum und 
Form, Basel 1966, 209 (nach Haeckel) 
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Die Struktur einiger Viren 


Pockendermatitis -V. Mumpsvirus 


Pockenvirus 


OEEPTZ 


Herpesvirus Insekten -Polyeder -V. Grippevirus T2-bzw. T4-Bakteriophage 


Kr & ® Ge era 


APC- Virus Polyomovirus Kinderlähmungs -V Tabakmosaikvirus 


Relative Größe und Gestalt einiger Viren 
nach R. W. Horne, The Structure of Viruses, in: 
Scientific American 208, 1963, 48-56 
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L. van BEETHOVEN, Die Ehre Gottes in der Natur, Takt 1-9 


Majestätisch x 


Die Him-mel rüh- men des E- wi- gen Eh- re, 
Schwingungs- Ei #; 4 4 15/4 
zahlen: ra N Mu oz 
2 2 21/16 5/4 5/4 9/4 
32341 
| 131161773/2 3/4 
ihr Schall pflanzt _sei- nen Na- men fort. 
16/3 —9/2 15/4 4 9/2 15/74 4 
E 8/3 9/4 15/8 ö 14/5 21/8 5/2 
3/2 8/3 9/4 MR 327 15/8 94 2 


3/4 4/3 9/8 15/16 3/4 4/5 3/4 l 
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Komplementäre Dur-Moll-Dreiklänge 


d-fs-a g-b -d 
EEE % % % 
Baus 


e-gs-h a-c-e 


15 1940 % Ho %o 


f-a-c b- des-f 
1% % 19%, 1942 1942 
BEIMBU.  _ PRRBeN| | 


92 Us es 15 Y2 A 


We Ren 


a-cis-e d-f-a 
150 '%5 '%0 Yo No %o 


bu ka 


h - dis- fis e-g9-h 
3% 375 3/90 As As As 
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Komplementäre Moll-Dur-Dreiklänge 


d-f-a g 
272% 1% 7 A Ns 9 


-h-d 


e-g-h a—- cis-e 
A Ws Ys 10 "5 1%a0 


f-as-—-c b-d-f 
Sn % % Ys %o Yu 


a—-c -e d- fis-a 


%o No Yo Yo Y%s %o 


se 


e-Dur 

h dis fis e gs h 

25 Ns Us %o %s %0 
HF 3—-h— SE), 


Brei 
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Pentagondodekaeder 
[210] 
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Zahlenpaare m/n 
Kathete m?-.n? 


Kathete 2mn 
Hypotenuse m?+n 
Ordnung der Intervalle m/(m + n) 


nach der Hypotenusengröße 


120 
17 


112 
105 


101 
106 
109 
113 
122 
125 
130 
130 
137 


Zahlenpaare — pythagoreische Zahlen — Intervalle 
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